Ottimizzazione di un portafoglio tramite modello Black-Litterman by BIAGI, MATTEO
 1 
 
 
 
 
Dipartimento di Economia e Management 
Corso di Laurea Magistrale in Banca, Finanza Aziendale  
e Mercati Finanziari 
 
Anno accademico 2014/2015 
 
 
 
 
Titolo tesi: Ottimizzazione di un portafoglio tramite 
Modello Black-Litterman 
 
 
 
 
Relatore: Prof. Riccardo Cambini 
 
 
 
 
Candidato: Matteo Biagi 
  
 2 
Ringraziamenti 
 
Desidero innanzitutto ringraziare il Professor Cambini per i consigli e la pazienza 
dimostratami durante la stesura della tesi. 
Inoltre i miei più preziosi ringraziamenti vanno a mia madre e mia sorella che mi 
hanno sempre supportato e sopportato anche nei momenti difficili; a mio padre 
che è sempre al mio fianco ed è stata una guida durante tutto il mio percorso 
universitario. 
Un ringraziamento speciale va a tutti i miei amici; in particolare ad Alessandro e 
Giacomo per essere sempre stati dalla mia parte e per non avermi mai fatto 
studiare. 
Grazie a Laura per avere sempre e comunque creduto in me. 
  
 3 
 
 
    Introduzione 
 ................................................................................................................................ 4	
Capitolo 1 ............................................................................................................ 7	
I modelli che hanno preceduto il modello Black-Litterman ............................... 7	
1.2	 Il CAPM (Capital Asset Pricing Model) ................................................... 20	
1.3	 La tecnica dell’ottimizzazione inversa ...................................................... 29	
1.4	 La Diversificazione Naïve ......................................................................... 31	
1.5	 Il Teorema di Bayes .................................................................................. 36	
Capitolo 2 .......................................................................................................... 39	
2.1	 Il modello Black-Litterman ....................................................................... 39	
2.2	 L’approccio Black-Litterman .................................................................... 43	
2.3	 I dati del campione .................................................................................... 45	
2.4	 LeViews ..................................................................................................... 50	
2.5	 Gli errori delle Views ................................................................................ 54	
2.6	 Implementazione attraverso il Teorema di Bayes ..................................... 57	
2.7	 Implementazione attraverso il metodo della stima mista di Thiel ............ 62	
2.8	 Alcune precisazioni sui parametri fondamentali del modello .................. 67	
Capitolo 3 .......................................................................................................... 76	
3.1 Il migliore in momenti di recessione ........................................................... 76	
3.2 Un esempio pratico del modello BL ............................................................ 81	
3.3	 L’utilizzo del Portafoglio Benchmark e l’ottimizzazione con i rendimenti 
storici ................................................................................................................ 86	
3.3	 L’ottimizzazione con i rendimenti impliciti ............................................... 89	
3.4	 L’incorporazione delle Views ................................................................... 93	
3.5	 L’ottimizzazione unendo i rendimenti di equilibrio e le views ................ 100	
3.6	 Confronto tra i portafogli ....................................................................... 107	
Conclusioni ...................................................................................................... 110	
 
 4 
Introduzione 
Cercare un modello matematicamente solido in grado di prevedere e far 
guadagnare sul futuro andamento di titoli finanziari è lo scopo degli operatori 
finanziari da decenni. Il primo vero contributo alla materia viene da un modello 
proposto da Harry Markowitz nei primi anni Cinquanta, un modello così 
importante per tutta l’economia da essere considerato oggi il punto di partenza 
della finanza moderna e con il quale tutti i modelli successivi si devono e si 
dovranno confrontare. Il primo capitolo di questa tesi tratta proprio del modello 
di selezione di portafoglio classico proposto da Markowitz, la cui rivoluzione 
risiede nel fatto che per primo teorizzò il beneficio portato dalla diversificazione 
degli assets all’interno del proprio portafoglio. Nonostante l’importanza 
scientifica che riveste questo modello per tutta la materia finanziaria, il suo 
utilizzo pratico nella realtà da parte degli investitori è stato veramente contenuto. 
Le motivazioni sono facilmente riconducibili alle mancanze del modello di 
Markowitz largamente descritte da vari autori e riprese anche in questa tesi. In 
generale il modello non offre dei risultati che possano essere considerati 
veramente affidabili, dato che massimizza l’errore di stima portando a 
sovrastimare quei titoli che presentano un elevato rendimento atteso, basso 
rischio e bassa correlazione con gli altri titoli. L’effetto di questo problema si 
nota nella composizione del portafoglio finale, che risulta essere molto 
concentrata in pochi assets. Inoltre il modello, oltre a non essere affidabile nei 
risultati, non è affidabile neanche nel tempo in quanto risulta sufficiente una 
piccola variazione negli input per ottenere come output una media, una varianza 
e una composizione del portafoglio ottimo completamente diversi da quelli 
calcolati precedentemente.  
Dal modello di Markowitz sono nati altri modelli e approcci volti a offrire 
un’alternativa agli investitori che volessero affidare le proprie scelte 
d’investimento ad un solido modello matematico. Uno degli ultimi in ordine di 
tempo è il modello sviluppato dagli americani Fisher Black e Robert Litterman 
all’interno di Goldman Sachs nei primi anni Novanta. Questo modello viene 
descritto in modo approfondito nella seconda parte di questa tesi. L’aspetto 
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innovativo del modello Black Litterman risiede nel fatto che riesce a mettere 
insieme due tipologie d’informazione diverse tra loro grazie al teorema di Bayes, 
l’equilibrio di mercato e le opinioni dell’investitore sul futuro andamento del 
mercato, per ottenere un vettore e una matrice di varianza covarianza ottimi degli 
assets presi a riferimento per il proprio portafoglio. I risultati ottenuti verranno 
poi utilizzati dal classico approccio di ottimizzazione media-varianza per 
calcolare media, varianza e conseguentemente anche la composizione del 
portafoglio ottimo.  
Uno dei punti di forza di tale modello è dato dal fatto che si basa su solidi 
modelli economici riuscendo ad ottenere dei risultati fortemente credibili. Infatti 
oltre ad affidarsi all’ottimizzazione media-varianza per trovare il portafoglio 
ottimo finale, il modello Black Litterman sfrutta la tecnica dell’ottimizzazione 
inversa, derivata dal Capital Asset Pricing Model (CAPM), per trovare i 
rendimenti di equilibrio utilizzati come punto di riferimento dal modello. Come 
scritto precedentemente, il modello Black Litterman non prende in 
considerazione solamente l’equilibrio di mercato come informazione di input, ma 
anche le opinioni, o views, dell’investitore e la sua fiducia in queste. Il 
portafoglio finale ottenuto sarà la media pesata di queste due informazioni: più le 
views dell’investitore saranno estreme e/o maggiore sarà la sua fiducia nelle 
stesse, più il portafoglio finale sarà sbilanciato verso le views, al contrario se le 
views si discostano poco dai rendimenti di equilibrio e/o è stata espressa poca 
confidence, allora il portafoglio finale sarà molto vicino a quello di equilibrio. 
Fino al caso estremo in cui l’investitore non abbia espresso nessuna view, in 
questo caso il portafoglio ottimo finale detenuto sarà uguale al portafoglio di 
mercato; il portafoglio di mercato è quel portafoglio che è composto dagli asset 
in misura proporzionale alla loro capitalizzazione di mercato e rappresenta infatti 
il punto d’equilibrio per il CAPM.  
Nell’ultima parte della tesi sarà descritta un’applicazione del modello Black 
Litterman. Per farlo viene costruito un portafoglio composto da dieci azioni 
scelte tra le trenta facenti parte l’indice Dow Jones Industrials.  
Dalla serie storica (dal 2005 al 2015) di questo paniere di azioni vengono ottenuti 
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tre portafogli ottimi utilizzando tre approcci differenti che alla fine verranno 
confrontati:  
• un portafoglio benchmark calcolato applicando la tecnica 
dell’ottimizzazione inversa derivata  dal CAPM e ottenendo di 
conseguenza il portafoglio di mercato che, per questo  modello, 
rappresenta l’equilibrio di mercato;   
•  il secondo ed il terzo portafoglio infine sono quelli ottenuti con il modello 
Black e Litterman. Si tratta di portafogli composti secondo le due 
metodologie proposte rispettivamente da He e Litterman la prima e da 
Idzorek la seconda. In  questi casi quindi, attraverso il teorema di Bayes, 
vengono uniti i rendimenti impliciti precedentemente calcolati con alcune 
views e si otterrà un vettore di rendimenti e una matrice di varianza 
covarianza che diventano gli input da inserire del classico approccio di 
ottimizzazione media-varianza per arrivare ad ottenere il portafoglio 
ottimo finale.   
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Capitolo 1 
I modelli che hanno preceduto il modello Black-Litterman 
Nel 1990 Fischer Black e Robert Litterman, due studiosi che lavoravano per 
Goldman Sachs, cercarono di elaborare una procedura di ottimizzazione di 
portafoglio che potesse essere usata dai gestori per la composizione del 
portafoglio ottimale, diedero vita al celebre modello Black-Litterman. 
 Fino a quel momento erano stati ideati vari modelli nel tentativo di trovare una 
soluzione ai limiti del modello di Markowitz, procedura ideata agli inizi degli 
anni Cinquanta e considerata da tutta la letteratura il punto di partenza della 
finanza moderna. Tutti i lavori successivi a questo, compreso quello di Black e 
Litterman, hanno sempre cercato di trovare un approccio diverso al problema 
della selezione del portafoglio rispetto al modello di Markowitz che nel corso del 
tempo ha dimostrato di avere svariate lacune, che nella pratica ne hanno limitato 
l’utilizzo da parte degli investitori. Nonostante questo però il processo di 
ottimizzazione media-varianza rimane comunque il punto di partenza di tutti i 
successivi modelli finanziari.  
Uno dei punti di forza del modello BL risiede infatti nell’aver usato modelli e 
teoremi già noti per arrivare ad un approccio del tutto nuovo ed inedito nella 
selezione di portafoglio. La novità del modello risiede nell’aver unito 
informazioni diverse per ottenere un vettore di pesi ottimi finali dei titoli che 
andranno a comporre il portafoglio. Questi due input sono rappresentati dai 
rendimenti di equilibrio ottenuti attraverso il Capital Asset Pricing Model e la 
tecnica dell’ottimizzazione inversa, e le views, cioè le opinioni che l’investitore 
possiede sul futuro andamento di mercato. Black e Litterman misero insieme 
questi input con l’utilizzo del teorema di Bayes (o del metodo di stima mista di 
Thiel) che permette di unire e pesare i due tipi d’informazioni.  
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1.1 Il modello Media-Varianza (Mean-Variance) 
 
Il primo contributo formale e di supporto per l’investitore che si trovi ad 
effettuare delle scelte finanziarie finalizzate alla costruzione di un portafoglio 
efficiente, ovvero che permetta  di realizzare la migliore combinazione rischio-
rendimento (minimizzare il rischio e massimizzare il rendimento) dato uno 
specifico orizzonte temporale, è offerto dalla teoria di portafoglio di Markowitz. 
Nel Marzo 1952 Harry Markowitz presentò, in un articolo sul The journal of 
Finance, il modello media-varianza per la creazione di un portafoglio titoli 
ottimale. L’articolo recava il titolo “Portfolio Selection” 1e in tale elaborato egli 
(premio Nobel per l’economia nel 1990) dimostrava in modo matematico le 
ragioni per le quali risulta vantaggioso diversificare un portafoglio di 
investimento tra più titoli. 
Fino ad allora, un portafoglio era considerato diversificato se era composto da 
una serie di singoli titoli, ciascuno valutato separatamente dagli altri in virtù delle 
sue caratteristiche di rischio e rendimento. Il rischio complessivo di portafoglio 
era derivato dalla somma dei singoli rischi di ciascun titolo.  
Nel modello proposto da Markowitz, si afferma invece come non sia sufficiente 
considerare le caratteristiche dei titoli presi individualmente, bensì come sia 
invece necessario tenere conto anche dei co-movimenti che avvengono tra questi 
e che sono rappresentati dalla covarianza tra gli assets. Markowitz infatti afferma 
che se l’investitore studia anche le correlazioni tra gli assets nella costruzione di 
un portafoglio, sarà possibile costruire portafogli migliori, cioè che producano un 
rendimento atteso maggiore con lo stesso livello di rischio, oppure che offrano 
un rischio minore a parità di rendimento, rispetto a portafogli costruiti ignorando 
gli effetti delle correlazioni tra gli assets. Nel modello di Markowitz, dunque il 
rischio è misurato dalla varianza. La varianza del portafoglio quindi è composta 
dalla varianza dei singoli titoli che formano il portafoglio e dalle correlazioni tra 
i titoli stessi. Per l’implementazione del modello gli input richiesti sono: il 
rendimento atteso di ogni asset, la sua varianza e la covarianza tra i vari titoli.  
                                                      
1 Markowitz H., Portfolio Selection, Journal of Finance 7, 1952. N°1: 77-91. 
 9 
Markowitz dimostra che un investitore, sotto determinate assunzioni, può 
costruire portafogli ottimi che, attraverso combinazioni efficienti di media, 
varianza e covarianza, massimizzino il rendimento atteso dato un certo livello di 
rischio, o che minimizzino il rischio dato un certo livello di rendimento atteso. 
Tale effetto è raggiunto attraverso la diversificazione dei titoli all’interno del 
portafoglio. Nel suo articolo l’autore definisce il concetto di diversificazione, 
specificando come, con tale termine, non s’intenda la necessità che il portafoglio 
sia composto da un numero elevato di assets, piuttosto che  questi appartengano a 
settori che non siano caratterizzati da alti livelli di correlazione. Anche prima del 
1952 la diversificazione era una strategia comunemente accettata per diminuire il 
rischio senza effetti negativi sul rendimento. Tuttavia fino a quel momento non 
esisteva alcun fondamento teorico che la supportasse. E’ anche per tale motivo 
che il modello di Markowitz per la selezione di portafoglio basato sul criterio 
media-varianza è considerato ancora oggi il punto di partenza della moderna 
teoria di portafoglio.  
Inoltre, nel modello descritto da Markowitz, il rischio è misurato come 
deviazione standard (volatilità) dei rendimenti intorno al loro valore atteso. 
Secondo il criterio media-varianza un investitore non sceglierà mai un titolo (o 
un portafoglio) dominato da un altro, cioè che offra un rendimento minore e allo 
stesso tempo un rischio maggiore rispetto al secondo titolo. Inserendo come input 
del procedimento, oltre al rendimento e al rischio, anche la covarianza è possibile 
disegnare un’iperbole, detta frontiera efficiente, che individua in ogni suo punto 
le combinazioni di titoli che danno il maggior rendimento atteso dato un certo 
livello di rischio (o allo stesso modo il minor rischio dato un certo livello di 
rendimento). Nella Figura 1 è riportato un esempio di frontiera efficiente. La 
freccia evidenzia il Global Minimum Variance Portfolio, ossia il portafoglio che 
ha minor varianza rispetto a tutti i portafogli che si trovano sulla frontiera. Sulla 
parte superiore della frontiera rispetto al Global Minimum Variance Portfolio si 
posizionano i portafogli efficienti, mentre, tutti i portafogli che sono sulla parte 
inferiore della frontiera rispetto al Global Minimum Variance Portfolio sono 
portafogli inefficienti in quanto, come si evince dalla figura, è possibile trovare 
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dei portafogli che, offrendo lo stesso rischio, diano un rendimento più elevato.  
 
  
 
Figura 1: Esempio di frontiera efficiente. Fonte: Bodie, Kane, Marcus (2011)  
 
Il rendimento atteso e la varianza di ogni portafoglio possono essere calcolati con 
le seguenti formule dove (w) identifica il peso che ha ogni titolo all’interno del 
portafoglio (p):  
𝐸 𝑟𝑝 = 𝑤𝑖𝐸(𝑟𝑖)!!!!    
𝜎!𝑝  !!!! 𝑤𝑖𝑤𝑗𝐶𝑜𝑣(𝑟𝑖, 𝑟𝑗)!!!!  
 
La frontiera efficiente alla Figura 1 descrive un numero illimitato di portafogli, 
ma il portafoglio ottimo per ciascun investitore dipende dalla sua propensione al 
rischio. Un investitore infatti cerca di massimizzare la sua utilità e per farlo 
risolve la seguente funzione quadratica:  𝑈 =  𝐸(𝑟) –  𝐴𝜎! 
 11 
 
Dove se A identifica il coefficiente di avversione al rischio dell’investitore, 
l’utilità (U) aumenta con rendimenti attesi alti, ma decresce con rischio elevato.  
Nel piano media-varianza, se oltre alla frontiera efficiente viene disegnata anche 
la curva di indifferenza dell’investitore, cioè la curva che in ogni suo punto 
identifica i portafogli che gli sono indifferenti in base alla propria avversione al 
rischio e che massimizzano l’utilità, allora il portafoglio ottimo si trova nel punto 
di tangenza delle due curve. Nella Figura 2 sono rappresentate la frontiera 
efficiente e due curve di indifferenza. Dalla pendenza delle due curve è possibile 
affermare che la curva il cui punto di tangenza con la frontiera efficiente è più a 
sinistra, identifica un investitore con molta avversione al rischio, dato che ad un 
aumento del rischio viene richiesto un minore aumento del rendimento per 
riportare l’utilità al livello massimo.  
  
 
Figura 2: Tangenza tra frontiera efficiente e curve di indifferenza. Fonte: 
Michaud (1989)2  
 
Un ruolo fondamentale nell’ottenimento di un portafoglio efficiente è giocato 
dalla diversificazione dei titoli presenti al suo interno, come appunto dimostrato 
                                                      
2  Michaud R.O. (1989), “The Markowitz optimization enigma: is ‘optimized’ optimal?”, 
Financial analysts journal, Vol. 45, No. 1, pp. 31-42.  
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da Markowitz nel suo articolo. Infatti tutti i titoli, se presi singolarmente, si 
posizionano a destra della frontiera efficiente dimostrandosi quindi inefficienti. 
Tutto ciò conferma come la diversificazione porti a maggiori livelli di 
rendimento atteso e minori livelli di rischio.  
E’ possibile dimostrare che la diversificazione porta ad ottenere portafogli 
maggiormente efficienti se viene definita la varianza media e la covarianza media 
degli assets dei titoli rispettivamente come: 
 𝜎! = 1/𝑛 𝜎!!!!! 𝑖 
 
𝐶𝑜𝑣 = 1𝑛 𝑛 − 1  !!!!!!! 𝐶𝑜𝑣
!
!!! (𝑟𝑖, 𝑟𝑗) 
Da qui è possibile definire la varianza di portafoglio: 
 𝜎!𝑝 = 1𝑛 𝜎𝜎! + 𝑛 − 1𝑛  𝐶𝑜𝑣 
 
Come si può notare dalla formulazione sopra espressa quando la covarianza 
media tra il rendimento dei titoli è zero, situazione che si verifica quando tutto il 
rischio è rappresentato da rischio sistematico 
3
 , la varianza del portafoglio può 
essere quasi annullata. Ed infatti il secondo termine a destra dell’espressione 
risulterà zero, mentre il primo termine a destra, che rappresenta il rischio 
specifico del titolo, si avvicina a zero quanto più il numero dei titoli (n) diventa 
elevato. Perciò quando i rendimenti dei vari titoli sono incorrelati tra di loro, la 
diversificazione può portare a ottenere un valore del rischio di portafoglio molto 
basso. Viceversa, nel caso in cui la covarianza media tra i titoli sia positiva, 
anche se il portafoglio viene maggiormente diversificato al suo interno, la sua 
                                                      
3Per rischio sistematico si intende il rischio legato all’oscillazione del mercato che non può 
essere ridotto con la diversificazione e si contrappone al rischio idiosincratico ovvero rischio 
specifico dello strumento finanziario. 
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varianza rimane comunque positiva. Infatti il secondo termine presente nella 
parte destra dell’equazione sopra descritta si avvicina alla covarianza media 𝐶𝑜𝑣 
tanto più n diventa elevato. Dunque il rischio di un portafoglio diversificato 
dipende dalla covarianza dei rendimenti dei titoli, che a sua volta è funzione del 
rischio sistematico presente nell’economia. Da quanto descritto è possibile fare 
un’ulteriore considerazione: quando un investitore detiene già un portafoglio 
diversificato e desidera aggiungere un ulteriore asset, il contributo che questo 
titolo porta al rischio totale del portafoglio dipende dalla covarianza del 
rendimento del titolo con quelle degli altri titoli, e non dalla sua varianza.  
Il rapporto tra rischio sistematico e correlazione tra i titoli diventa maggiormente 
intuibile se s’ipotizza che tutti gli assets abbiano una deviazione standard 
rappresentata da σ e tutte le coppie di assets abbiano un coefficiente di 
correlazione comune rappresentato da ρ. In questo modo la covarianza di tutte le 
coppie di titoli è ρσ2 e l’equazione sopra espressa diventa: 
 𝜎!𝑝 = 1𝑛 𝜎! + 𝑛 − 1𝑛  𝜌𝜎! 
 
Quando ρ = 0 viene confermato il principio che la varianza del portafoglio si 
avvicina a zero quanto più il numero dei titoli al suo interno diventa grande. 
Mentre quando ρ > 0 la varianza del portafoglio rimane positiva. Considerando 
infatti il caso limite di ρ = 1, la varianza del portafoglio è uguale a σ2, 
indipendentemente da quanto sia elevato il numero di titoli al suo interno, 
dimostrando perciò che la diversificazione non reca alcun beneficio. E’ quindi 
possibile affermare che nel caso in cui la correlazione sia perfetta l’unica parte di 
rischio che rileva è quella sistematica (che per definizione non è eliminabile). 
Anche se ancora oggi la teoria del portafoglio di Markowitz rappresenta il 
pilastro su cui si basa tutta la finanza moderna, il suo impatto pratico nelle 
decisioni d’investimento non è stato molto rilevante. Dal punto di vista di chi si 
occupa di gestione di portafoglio ciò è spiegabile in virtù delle seguenti 
considerazioni: 
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• l’ottimizzazione rispetto alla media e alla deviazione standard implica un 
trade-off tra rischio e rendimento lungo la frontiera efficiente ed i pesi del 
portafoglio sono soltanto il risultato di questa relazione. Nella realtà 
tuttavia gli asset managers ragionano direttamente in termini di pesi. 
Trovano infatti che il procedimento per derivare pesi da un processo di 
ottimizzazione sia estremo, non intuitivo, e perciò inappropriato per essere 
implementato ai portafogli dei clienti4; 
• nelle società d’investimento, le decisioni principali e maggiormente 
sensibili riguardanti gli assets su cui investire e soprattutto il loro peso 
all’interno del portafoglio vengono prese da commissioni composte da 
senior managers. Tali figure vedrebbero minacciata la loro posizione 
dall’introduzione dell’uso di un modello matematico che indichi il 
portafoglio migliore in cui investire. Il maggior uso di un modello 
quantitativo infatti porterebbe a rivedere l’intera struttura organizzativa 
delle società d’investimento, e maggiore importanza avrebbero figure con 
alti profili matematici e statistici a discapito delle attuali figure senior 5. 
La teoria di Markowitz si basa su alcune ipotesi alla base del modello: 
 
• assenza di imposte e costi di transazione; 
• il periodo di investimento è unico; 
• infinita divisibilità dei titoli; 
• durata uniperiodale degli investimenti; 
• perfetta competitività dei mercati; 
• avversione al rischio degli investitori. 
Dato un insieme di titoli inseribili nel portafoglio, per ogni titolo i  vengono 
analizzati il rendimento atteso (µi), la varianza (𝜎!𝑖) e la covarianza (σij) rispetto 
                                                      
4  He G., Litterman R. (1999), “The intuition behind Black-Litterman model portfolios”, 
Working paper.  
5  Michaud R.O. (1989), “The Markowitz optimization enigma: is ‘optimized’ optimal?”, 
Financial analysts journal, Vol. 45, No. 1, pp. 31-42.  
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a ciascun titolo i≠j. Infine si creano dei portafogli di tutte le possibili 
combinazioni di titoli. 
Per fare ciò, dai dati viene ricavata la serie storica di ogni titolo i (Πi). 
Successivamente si desume dalla serie storica la varianza del titolo i e la 
covarianza con gli altri titoli. Il processo viene ripetuto per tutti i titoli. Infine 
tutti i dati sulle varianze e sulle covarianze vengono inseriti in un’unica matrice Σ, che sarà composta dai valori delle varianze situati sulla diagonale e dalle 
covarianze situate negli altri spazi. Questa avrà la forma N x N, dove N è il 
numero dei titoli presi in considerazione. 
I valori Πi andranno invece a comporre il vettore Π che è un vettore 1 x N. 
Come prima ipotesi supponiamo che i titoli presi in considerazione siano tutti 
rischiosi e procediamo a costruire con questi dati tutte le combinazioni dei 
portafogli e analizzando il rendimento atteso di ogni singolo portafoglio (µp) e la 
sua varianza (σp). Disponendoli su un piano cartesiano, ponendo sull’asse delle 
ordinate i rendimenti e su quella delle ascisse le varianze di portafoglio, viene 
creato tutto l’insieme dei portafogli possibili. 
Una volta che si conoscono tutte le combinazioni di titoli, è possibile selezionare 
quelle efficienti, cioè quei portafogli per i quali non è possibile avere un 
rendimento atteso maggiore a parità di rischio, o un rischio minore a parità di 
rendimento atteso. 
Tra questi portafogli ciascun investitore sceglierà quello più adatto al proprio 
profilo di rischio incrociando la propria funzione di utilità con la frontiera 
efficiente. Il profilo di rischio viene espresso attraverso l’utilizzo del coefficiente δ che rispecchia dunque l’avversione al rischio dell’investitore. 
E’ unendo gli elementi che si arriva alla composizione del portafoglio di 
Markowitz derivante dalla seguente relazione6: 
 𝑊 = (𝛿𝛴)!! 𝛱  
                                                      
6 Luca Biondi, 2013,”Il Modello Black & Litterman descrizione teorica del modello” Edizioni 
Accademiche Italiane. 
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dove W è il vettore Nx1 contenente i valori delle quote dei titoli nel portafoglio. 
Per quanto attiene agli input di tale procedura, la prassi prevede che si prendano i 
valori delle medie e delle varianze del singolo titolo dalla sua serie storica, 
utilizzando la tecnica dei minimi quadrati OLS, o GLS. 
Sono tuttavia proprio alcuni degli assunti alla base del modello a mettere in 
dubbio la validità della procedura, in quanto alcuni di questi sono oltremodo 
restrittivi e poco attinenti alla realtà finanziaria, come ad esempio l’assenza di 
costi di transazione e imposte non eliminabili nella realtà, o l’idea di considerare 
un unico periodo di pianificazione. 
Un ulteriore problema e dunque limite, è il modo in cui vengono rappresentati i 
parametri, in quanto medie e varianze dovrebbero essere ricavate dai rendimenti 
futuri dei titoli, ma, non essendo noti, viene fatta una stima utilizzando dei dati 
storici. Tale stima risulta non attendibile, dal momento che i rendimenti 
potrebbero variare anche di molto nel breve periodo. 
Alla luce di ciò la staticità del modello di Markowitz ne evidenzia ulteriori limiti. 
Nel tempo infatti i prezzi degli strumenti finanziari variano e quindi, di 
conseguenza, anche il valore del portafoglio dovrebbe variare. Affinché questo 
accada è necessario modificarne la composizione in maniera tale da rimanere in 
linea con l’obbiettivo rischio-rendimento iniziale e non rischiare di non trovarsi 
più sulla frontiera efficiente. Per procedere a questo tipo di adeguamento sarebbe 
quindi necessaria una continua revisione ad intervalli periodici. Tuttavia ciò non 
viene previsto dal modello che dunque conferma i suoi limiti e la sua staticità7. 
Molte altre critiche sono state apportate nei confronti di questo modello. E’ stato 
evidenziato come solo particolari funzioni di utilità (Von Neumann Morgenstern) 
risultino coerenti col criterio media-varianza e non tutte le altre; inoltre, si è 
sottolineato come la varianza sia solo una delle variabili utilizzate per 
rappresentare il rischio associato ad un portafoglio. Altre critiche poi 
sottolineano le difficoltà che, in virtù delle complesse metodologie statistiche 
                                                      
7  Marmi S., 10 Feb. 2010, “Dynamics and time series: theory and application”, Scuola 
Normale Superiore Lecture 7.  
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utilizzate e della numerosità di titoli presenti sul mercato8, si riscontrano nel 
determinare tale matrice della covarianza. 
Vi è poi un ulteriore difetto relativo all’ammontare di dati necessari per la 
procedura; la bontà del portafoglio ottenuto con il processo di ottimizzazione 
risiede principalmente nella qualità dei dati di input necessari, cioè nella stima 
dei rendimenti attesi e nella matrice di varianza-covarianza. L’ammontare di 
questi dati però aumenta esponenzialmente con l’aumentare dei titoli presi in 
considerazione per il portafoglio rendendo difficile la loro stima.  
Da molti la teoria di Markowitz è stata inoltre accusata di “debolezza” in quanto 
fondata su un presupposto errato: l’esistenza di una distribuzione normale dei 
rendimenti. In realtà si utilizza questa ipotesi solo per facilità di trattamento dei 
calcoli matematici (già molto complicati dall’utilizzo di matrici e covarianze), 
ma tale assunto non ha mai ottenuto un reale e consistente riscontro.9 
Per questo motivo il modello di Markowitz sembra essere adeguato solamente 
per prendere delle decisioni in un periodo immediatamente successivo a quello di 
valutazione in quanto permette di mostrare i vantaggi della diversificazione con 
un approccio veloce, semplice e comprensibile.  
Il modello di Markowitz per la selezione del portafoglio ottimo non è tuttavia 
l’unico metodo proposto e sviluppato in tale ambito. Negli anni molti altri 
approcci sono stati elaborati e sviluppati. 
Se alcuni di questi hanno seguito la logica razionale ottimizzante di Markowitz, 
altri, nel tentativo di superare i limiti di questa teoria, hanno seguito la logica 
dell’analisi multicriterio.  
H. Konno e H. Yamazaki (1991) hanno proposto un modello di selezione del 
portafoglio ottimale che si formula in termini di programmazione lineare 
fornendo soluzioni molto simili a quelle di Markowitz.  
                                                      
8 Cornelis A., November 2004, “Measuring the Degree of Financial Market Efficiency: An 
Essay”, Los Kent State University, College of Business Administration and Graduate School of 
Management.  
9  Hurst H.E., 1951, “Long-Term storage capacity of reservoirs”, in Transaction of The 
American Society of Civil Engineers. 
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Le teorie fondate sull’approccio multicriteria10 invece cercano di selezionare i 
portafogli migliori e di scartare quelli sicuramente inaccettabili. Secondo tali 
modelli le preferenze, i vincoli e gli obiettivi del decisore devono essere definiti 
nel processo e ogni possibile alternativa è caratterizzata da parametri qualitativi e 
quantitativi non sintetizzabili con un'unica funzione di utilità. Si tratta di 
procedure che restringono il campo delle alterative escludendo i portafogli non 
adeguati e selezionando, invece, quelli più corrispondenti alle esigenze e alle 
disponibilità del decisore. 
Il principale limite pratico che tuttavia si riscontra nell’attuazione del modello 
media-varianza è relativo agli input della procedura: l’utilizzo di serie storiche 
dei rendimenti dei titoli, insieme ai problemi derivanti dalla matrice delle 
covarianze (composta da tutte le varianze e covarianze dei titoli) rende il modello 
particolarmente sensibile alle relazioni tra i titoli portando alla costruzione di 
portafogli con pochi titoli correlati negativamente al fine di minimizzarne il 
rischio. Una possibile soluzione a tali problemi è quella di cambiare gli input del 
modello, ovvero calcolarli sulla base del cosiddetto CAPM (Capital Asset 
Pricing Model), grazie al quale è possibile sapere quale sia il rendimento atteso 
di equilibrio per il titolo i, sulla base della rischiosità del titolo stesso e di quella 
del mercato. 
Cambiando gli input, sarà possibile calcolare il portafoglio efficiente.A 
differenza del modello Black Litterman che verrà esposto nel corso del secondo 
capitolo, il processo di ottimizzazione di Markowitz non differenzia tra le views 
sulle quali l’investitore è fermamente convinto e quelle su cui ha solo una vaga 
opinione, ciò significa che il processo non distingue tra i diversi livelli di 
confidenza associati alle variabili di input. Inoltre queste opinioni, che dovranno 
essere tradotte in rendimenti attesi, possono essere solo assolute e non relative. 
L’ipotesi cioè che l’investitore può sostenere è che le caratteristiche di un certo 
titolo nel futuro cresceranno o si abbasseranno, ma non può tuttavia sostenere 
che le caratteristiche di un titolo si alzeranno o abbasseranno rispetto ad altri 
                                                      
10 Orsi F., 2009, “Misurazione del Rischio di Mercato”, Pisa Plus, II Edizione.  
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titoli, in quanto attraverso il modello di Markowitz non è possibile tradurre 
quest’ultima osservazione in rendimenti.  
Risulta inoltre impossibile lavorando con il modello media-varianza confrontare 
le scelte finanziarie sostenute da due individui che hanno propensioni al rischio 
differenti. Questo è motivato dal fatto che, per Markowitz, la combinazione di 
titoli che soddisfa nel modo migliore l’investitore dipende anche dalla sua 
personale e unica propensione al rischio, che in un piano grafico è rappresentata 
dalla sua curva di utilità. Come è stato illustrato, è proprio il punto di tangenza 
tra la frontiera efficiente e la curva di utilità che determina il portafoglio migliore 
per un investitore. Questo portafoglio però, che rappresenta comunque una 
combinazione efficiente di titoli, è soggettivo e, di conseguenza, non può essere 
confrontato con nessun’altra combinazione scelta da un altro investitore che 
abbia una propensione al rischio, e quindi una curva di utilità, diversa rispetto al 
primo investitore. Tale mancanza è spiegabile dal fatto che Markowitz, nel 
definire la frontiera efficiente, prende in considerazione solamente titoli rischiosi: 
sarà grazie ad altri modelli sviluppati negli anni successivi, come il Capital Asset 
Pricing Model (CAPM), che verrà superato questo limite includendo tra gli asset 
che possono essere scelti da un investitore anche un titolo risk free.  
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1.2 Il CAPM (Capital Asset Pricing Model) 
 
Il limite principale della teoria di Markowitz è rappresentato dalla stima della 
matrice delle varianze-covarianze che il modello stesso richiede. Nel caso in cui 
ci siano portafogli composti da un numero limitato di titoli, questo passaggio 
risulta abbastanza semplice, ma quando il numero di titoli aumenta 
considerevolmente, per ottenere i vantaggi della diversificazione, i calcoli si 
complicano notevolmente.  
Un modo per superare tale problema per i portafogli azionari è fornito dal 
modello del CAPM (Capital Asset Pricing Model)11 il quale poggia le proprie 
basi logiche sulla teoria di Markowitz. Questo modello è stato proposto da 
Sharpe nel 1964 e poi sviluppato anche da Lintner (1965) e Mossin alla fine degli 
anni Sessanta (1966).12 
Come la teoria di portafoglio, esso focalizza l’attenzione sul concetto di 
efficienza dei mercati e sulle opportunità offerte dalla diversificazione dei rischi 
nel caso in cui le attività finanziarie siano correttamente “prezzate” dal mercato.  
Questo modello si basa su alcune ipotesi iniziali:  
• si assume che tutti gli investitori siano avversi al rischio, e che le 
loro decisioni si basino sull’osservanza dei rendimenti attesi e 
della varianza;   
• si assume inoltre che nell’universo vi siano molti investitori, 
ognuno dei quali è piccolo se confrontato con la totalità. Questo 
significa che gli investitori sono da considerarsi price-takers, cioè 
che le loro azioni non influenzano l’andamento generale del 
mercato;   
• che l’intervallo temporale considerato sia uniperiodale;   
• che gli investimenti possano essere fatti solo su un universo 
                                                      
11 Sharpe W., 1964, “Capital Asset Prices: a Theory of Market Equilibrium under Condition of 
Risk.”, in Journal of Finance 19(2), pp. 425-442. 
12 Mossin, J., 1966, "Equilibrium in a Capital Asset Market," Econometrica 34, 768-783.  
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limitato di titoli  pubblicizzati13, come azioni e obbligazioni, e un 
titolo privo di rischio;  
• inoltre si assume che gli individui possono prendere e dare in 
prestito un qualsiasi ammontare di denaro ad un unico tasso 
d’interesse rappresentato dall’asset privo di rischio;   
• si assume infine che il mercato sia perfettamente competitivo e che 
non vi siano tasse e costi di transazione14 da sostenere.   
 
Si tratta di un modello utilizzato per la valutazione delle attività finanziarie in un 
contesto di equilibrio dei mercati che introduce l’ipotesi che esistano attività 
prive di rischio (varianza uguale a zero) il cui tasso, nella pratica operativa, è 
associato al rendimento dei Titoli di Stato delle economie più avanzate. Il CAPM 
stabilisce una relazione tra il rendimento di un titolo o di un portafoglio e la sua 
rischiosità calcolata attraverso il fattore βeta, il quale misura statisticamente 
l’elasticità del rendimento di un singolo titolo o del portafoglio rispetto 
all’andamento generale del mercato. Questo coefficiente può anche essere 
interpretato come la reattività del rendimento di un titolo (o portafoglio) alla 
variabilità generale del mercato. La sua stima è data dal rapporto tra la 
covarianza dei rendimenti storici del titolo e dei rendimenti storici del 
portafoglio di mercato e la varianza dei rendimenti storici del portafoglio di 
mercato:  
 𝛽 = 𝐶𝑜𝑣(𝑅𝑚,𝑅𝑗)𝑉𝑎𝑟(𝑅𝑚)  
 
 
                                                      
13 Non viene preso in considerazione dal modello il fatto che un investimento può essere 
sostenuto anche su asset non finanziari, come il capitale umano.   
14 I costi di transazione sono le spese che devono essere sostenute da chi vuole effettuare uno 
scambio. In questo caso, per un invesitore che vuole acquistare o vendere dei titoli finanziari, 
essi sono rappresentati ad esempio dal pagamento della parcella dell’intermediario, spese legali 
ecc.   
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Dove Rm rappresenta il rendimento del portafoglio di mercato e Rj il rendimento 
di un qualsiasi titolo considerato nel portafoglio.  
La sua importanza deriva dal fatto che, come già osservato nel paragrafo 
precedente, la volatilità del rendimento di un dato investimento (un portafoglio 
titoli) dipende da due componenti: la prima, legata alle caratteristiche specifiche 
dell’emittente o del settore, può, o meglio dovrebbe, essere eliminata con una 
adeguata attività di diversificazione (Rischio specifico o diversificabile); la 
seconda componente deriva dalle oscillazioni dell’economia in generale e quindi 
non può essere eliminata attraverso dei precisi meccanismi di diversificazione 
(Rischio sistematico o ineliminabile).  
Il coefficiente βeta esprime questa seconda componente e nello specifico può 
assumere diversi significati:  
• Aggressivo (β>1): i titoli reagiscono ai movimenti del mercato 
amplificandoli;  
• Difensivo (β<1): i titoli reagiscono ai movimenti del mercato 
attenuandoli;  
• Neutro (β=1): i titoli reagiscono ai movimenti del mercato eguagliandoli.  
Di norma il valore del βeta è compreso tra 0 e 1; si nota come in questo modello 
è il mercato il motore principale e per tale motivo il calcolo delle covarianze fra 
tutti i titoli in portafoglio non risulta più necessario. Con una semplice relazione 
matematica (a differenza della complessa stima della matrice della teoria di 
Markowitz), si sottolinea come il rendimento atteso di un titolo dipenda 
positivamente e linearmente dal βeta del titolo stesso:  
 𝑅𝐽 = 𝑅𝐹 + 𝛽(𝑅𝑀 − 𝑅𝐹)  
Anche il modello del CAPM si basa sull’assunto che esistano investitori avversi 
al rischio, i quali di conseguenza diversificano il loro portafoglio scegliendo tra 
titoli privi di rischio e titoli rischiosi. Il set ottimale di opportunità di 
investimento può essere rappresentato in un piano cartesiano rischio-rendimento 
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da una semiretta nota come Capital Market Line, la quale deriva dalla porzione 
efficiente della frontiera dove la varianza è minima ed è stata aggiunta la 
possibilità per l’individuo di investire in un’attività non rischiosa, ovvero di 
acquistare/vendere un titolo privo di rischio. Questa semiretta rappresenta 
l’intero mercato e nel piano cartesiano l’origine di questa retta rappresenta il 
valore del premio per il rischio e il rendimento dell’attività priva di rischio. 
In altri termini come per tutte le semirette, anche la CML15 ha una intercetta e 
una pendenza: in particolare l’intercetta equivale al “Risk Free Rate”16, mentre 
la pendenza è rappresentata dalla differenza tra il rendimento del mercato ed il 
rendimento privo di rischio (Premio per il rischio). Da ciò ne risulta che la retta 
è positivamente inclinata se il rendimento atteso del mercato è maggiore del tasso 
privo di rischio (premio al rischio positivo). Dato che il portafoglio di mercato è 
un’attività rischiosa, la teoria suggerisce che il suo rendimento atteso deve essere 
superiore al tasso privo di rischio. Qualora il β sia uguale a 0 il rendimento atteso 
di un titolo è uguale al tasso privo di rischio, poiché un titolo con βeta eguale a 
zero è un titolo non rischioso e quindi il suo rendimento deve essere eguale al 
tasso Risk Free (R=RF); al contrario con un βeta pari a 1 (R=RM), il rendimento 
del titolo è rischioso e quindi deve essere almeno uguale al rendimento del 
mercato.  
Vi sono diversi aspetti che devono essere tenuti in considerazione quando si 
utilizza questo modello. Il primo riguarda la sua linearità: dato che il βeta è la 
misura che rappresenta il rischio, ad un titolo con un βeta alto dovrebbe 
corrispondere un rendimento atteso maggiore rispetto a quelli con un βeta 
inferiore: tale relazione tra rischio e rendimento, secondo questo modello, è 
rappresentata da una retta. I titoli che si trovano sulla retta sono efficienti; 
qualora un titolo si trovasse sopra (prezzo troppo basso) o sotto la retta (prezzo 
troppo alto), dati mercati dei capitali efficienti, vi sarebbe un automatico 
                                                      
15 Brealey R.A., Myers S.C., Allen F., Sandri S., 2011,”Principi di Finanza Aziendale” 5° 
edizione, Mc Graw Hill.  
16 Per quantificare il “Risk Free Rate” di norma si utilizza il rendimento dei titoli di Stato 
poiché, almeno nei paesi più economicamente evoluti a livello internazionale, non vi è un 
apprezzabile rischio emittente assimilabile alle emissioni obbligazionarie pubbliche.  
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aggiustamento dei prezzi che farebbe aumentare o diminuire il rendimento di 
questi titoli fino a farli ritornare sulla SML e quindi ad essere nuovamente 
efficienti.  
E’ inoltre importante sottolineare come il Modello del CAPM venga utilizzato 
sia per determinare il rendimento di un singolo titolo in relazione al suo rischio, 
sia per misurare il rendimento di un intero portafoglio composto da titoli rischiosi 
e non, in linea con il principio della diversificazione. L’unica differenza consiste 
nel fatto che anziché di usare il βeta di un singolo titolo, viene utilizzato il βeta 
del portafoglio, determinato come media ponderata dei βeta dei singoli titoli che 
compongono il portafoglio.  
Sharpe dunque arriva alla conclusione che i rendimenti di equilibrio di una data 
attività siano uguali al rendimento del titolo privo di rischio più un premio per il 
rischio, il rendimento del portafoglio di mercato meno il rendimento risk free, 
moltiplicato per un fattore β, che rispecchia la rischiosità del titolo rispetto al 
mercato e la sua correlazione con esso.17 
Esprimendo la formula del CAPM in termini di rendimento atteso otteniamo: 
 
 𝐸 𝑟𝑖 = 𝑟𝑓 + 𝛽𝑖(𝐸 𝑟𝑚 − 𝑟𝑓) 
 
Dove: 
• E[ri] è il rendimento atteso di equilibrio per il titolo i; 
• Rf è il rendimento del titolo privo di rischio, assunto costante; 
• βi è il coefficiente che sintetizza la rischiosità del titolo i rispetto al 
portafoglio di mercato; E[rm] è il rendimento di equilibrio del portafoglio di mercato; 
• βi(E[rm] - rf) è il premio per il rischio per avere investito nel titolo i. 
                                                      
17 Luca Biondi, 2013,”Il Modello Black & Litterman descrizione teorica del modello” Edizioni 
Accademiche Italiane, 9 - 10. 
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Con tale equazione Sharpe è riuscito a risolvere un altro problema intrinseco del 
modello di Markowitz nella sua formulazione originale, ossia riuscire a spiegare 
quale fosse il rendimento di equilibrio di una data attività, quando la domanda è 
uguale all’offerta, tenendo conto quindi della capitalizzazione di mercato. Se 
infatti un’attività fosse troppo richiesta, in quanto avente un rendimento troppo 
alto rispetto alla propria rischiosità, vedrebbe salire il proprio prezzo per la 
pressione della domanda e, di conseguenza, scendere il proprio rendimento fino a 
quando non attrarrà più nuovi investitori, ricongiungendosi dunque col suo 
rendimento di equilibrio. 
Il CAPM può essere espresso anche come regressione lineare:  
 𝑟𝑖, 𝑡 − 𝑟𝑓 = 𝛼 + 𝛽 𝑟𝑚, 𝑡 − 𝑟𝑓 + 𝜖𝑖, 𝑡 
 
Dove:  
• ri,t è il rendimento dell’asset i al tempo t; 
• rm,t è il rendimento del portafoglio di mercato al tempo t;  
• εi,t rappresenta l’errore, misura del rischio idiosincratico. 
 
  
 
Figura 3: La frontiera efficiente e la Capital Market Line. Fonte: Bodie, 
Kane, Markus (2011)  
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Nella figura 3 è possibile osservare un esempio grafico del modello CAPM. 
Nello spazio media-varianza il punto M identifica il portafoglio di mercato che 
giace sulla frontiera efficiente, mentre la retta Capital Market Line (CML) è 
disegnata partendo dal tasso d’interesse del titolo privo di rischio e che passa per 
il portafoglio ottimo. Da un diverso punto di vista il portafoglio ottimo 
rappresenta il punto di tangenza tra la retta e la frontiera efficiente. La pendenza 
di questa retta è misurata dall’indice di Sharpe, che rappresenta la differenza tra 
il rendimento del portafoglio e il rendimento del titolo risk free rapportato alla 
varianza del portafoglio:  
 𝐼𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒 𝑑𝑖 𝑆ℎ𝑎𝑟𝑝𝑒18 = 𝐸 𝑟𝑚 − 𝑟𝑓𝜎!𝑚  
 
 
Tale indice mette a confronto il rischio e il rendimento di un portafoglio 
composto da attività rischiose con un altro formato da attività prive di 
rischio. Misura il rendimento in eccesso di una attività rischiosa rispetto ad una 
priva di rischio, per unità di rischio. Da questo confronto si evince, quindi, se è 
stato conveniente fare l’investimento, in quanto a fronte di un maggior rischio si 
è tuttavia ottenuto un maggior guadagno. 
Per utilizzare il modello CAPM e poterne ricavare la serie storica dei rendimenti 
di equilibrio è necessario utilizzare dei metodi di stima econometrici. 
Tuttavia anche questo metodo è stato oggetto di forti critiche. Una di queste 
riguarda il fatto che il βeta di un titolo non può essere direttamente osservato, ma 
deve essere stimato attraverso una apposita metodologia nota come “regressione 
in due passi” (Two-step-Methodology) sviluppata da Fama e Mac Beth19 nel 
1973. Tuttavia questa metodologia è utilizzata in un test empirico che di 
                                                      
18 “Investor and Markets: portfolio choices, asset prices and investment advice.”, Princeton,, 
N.J, Princeton University Press, 2006.  
19 Fama e., MacBeth j., 1973, “Risk, Return and Equilibrium: Empirical Tests”, Journal of 
Political Economy 81, 115-146.  
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conseguenza non permette di dimostrarne la piena verificabilità del modello. 
La cosiddetta “critica di Roll” inoltre, elaborata da Roll20, sostiene inoltre che il 
Modello del CAPM non possa di fatto essere oggetto di verifica empirica, in 
quanto un test sul CAPM sarebbe di fatto un’analisi, una verifica per vedere se la 
proxy del portafoglio di mercato così determinata possa appartenere o meno alla 
frontiera efficiente, questo, tuttavia, non dice niente sul portafoglio di mercato di 
per sé.  
Assunto e fondamento di tale critica risiede nel fatto che nessun test del CAPM 
trova riscontro in una verifica empirica. Tuttavia nonostante ciò il CAPM 
continua ad essere un modello ancora oggi molto utilizzato in virtù della sua 
semplicità di utilizzo, di calcolo e di significato.  
Vi sono stati ulteriori sviluppi di questo modello condotti da Eugene Fama21, il 
quale oltre a considerare il rischio di mercato, inserisce nella formula ulteriori 
fattori di rischio quali la dimensione delle imprese e il rapporto tra i valori 
contabili e i valori di mercato di tali imprese. Si è perciò iniziato a fare ricorso a 
modelli multifattoriali, al fine di comprendere l’andamento rischio-rendimento 
dei titoli azionari e dei portafogli di mercato. Il modello base del CAPM non si 
può dire superato: esso rimane il modello di riferimento nella pratica di mercato, 
sebbene alla base vi siano delle ipotesi forti tra le quali:  
• l’assenza di costi di transizione, d’imposizione fiscale e di qualsiasi altro 
tipo di frizione; 
•  l’esistenza di un tasso privo di rischio al quale tutti gli operatori possono 
investire e prendere a prestito senza alcun limite;  
• il fatto che gli investitori abbiano la stessa opinione sul rischio e sulla 
redditività delle attività scambiate sul mercato;  
• infine il fatto che un investitore di fronte ad un rischio maggiore richieda 
                                                      
20 Roll R., 1977, “A Critique of the Asset’s Pricing Theory’s Tests: Part I” Journal of Financial 
Economics 4, pp. 129-176 . 
 
21 Fama e., MacBeth j., 1973, “Risk, Return and Equilibrium: Empirical Tests”, Journal of 
Political Economy 81, 115-146.  
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un tasso di rendimento più elevato.  
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1.3 La tecnica dell’ottimizzazione inversa 
 
Il metodo dell’ottimizzazione inversa (Sharpe, {1974})22 deriva dal modello 
CAPM e descrive come i rendimenti attesi possano essere calcolati in via 
implicita attraverso la conoscenza di alcuni parametri. Questa tecnica viene 
proposta da Sharpe con lo scopo di suggerire un metodo agli investitori comuni 
che possa cercare di svelare i processi di selezione di portafoglio delle imprese di 
investimento, ma anche per fornire uno strumento in più agli investitori per 
migliorare l’efficienza nella selezione della composizione del portafoglio ottimo.  
Al fine di implementare la tecnica dell’ottimizzazione inversa e trovare il 
rendimento atteso del portafoglio ottimo, è necessario assumere che il portafoglio 
ottimo sia quello di mercato. Questa è un’ipotesi legittima se si assume che nel 
mercato tutti gli individui abbiano le stesse informazioni e le stesse conoscenze 
scientifiche e lo stesso coefficiente di avversione al rischio, condizione che 
porterebbe tutti gli investitori a considerare come ottimo il portafoglio di 
mercato.  
Riportiamo a tal proposito uno schema di Sharpe comparso in uno dei suoi 
articoli più recenti,23 riguardante il processo di ottimizzazione inversa, in cui 
viene definito il portafoglio ottimo come la somma dei seguenti parametri: 
Rendimenti attesi + Rischio + Correlazioni + Coefficiente di avversione al 
rischioèPortafoglio ottimo.  
Considerando il portafoglio di mercato come quello ottimo e riorganizzando i 
parametri di cui sopra, è possibile derivare indirettamente i suoi rendimenti 
attesi:  
Portafoglio di mercato + Rischio + Correlazioni + Coefficiente di avversione 
al rischio èRendimenti attesi  
In termini più formali, dal CAPM è possibile derivare il calcolo degli extra-
rendimenti di equilibrio impliciti esprimendo così il rendimento di equilibrio del 
                                                      
22 Sharpe W.F. (1974), “Imputing expected security returns from portfolio composition”, The 
Journal of Financial and Quantitative Analysis, Vol. 9, No. 3, pp. 463-472.  
23 Sharpe W.F. (2007), “Expected utility asset allocation”, Financial Analysts Journal, Vol. 63, 
No. 5, pp. 18.  
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portafoglio di mercato e di Π:  
 
𝑟𝑚 = 𝑤𝑗𝑟𝑗!!!!  
 𝛱𝑖 = 𝐸 𝑟𝑖 − 𝑟𝑓 
 
Allora 
 𝛱𝑖 = 𝛽𝑖(𝐸(𝑟𝑚 − 𝑟𝑓)) 
 𝛱𝑖 = 𝑐𝑜𝑣 𝑟𝑖, 𝑟𝑚𝜎!𝑚 (𝐸 𝑟𝑚 − 𝑟𝑓 ) 
 𝛱𝑖 = 𝐸 𝑟𝑚 − 𝑟𝑓𝜎!𝑚 𝑐𝑜𝑣(𝑟𝑖, 𝑟𝑗)𝑤𝑗!!!!  
 𝛱𝑖 = 𝛿Σ𝑤 
 
Con Σ matrice varianza covarianza definita in questo modo: 
 
 
Σ = 𝑐𝑜𝑣(𝑟1, 𝑟1) ⋯ 𝑐𝑜𝑣(𝑟1, 𝑟𝑛)⋮ ⋱ ⋮𝑐𝑜𝑣(𝑟𝑚, 𝑟1) ⋯ 𝑐𝑜𝑣(𝑟𝑚, 𝑟𝑛)  
 
Dove: 
• Π è il vettore degli extra-rendimenti di equilibrio (Nx1 vettore colonna); 
• δ è il coefficiente di avversione al rischio; 
• Σ è la matrice di varianza covarianza dei rendimenti (matrice NxN);  
• w rappresenta i pesi di capitalizzazione di mercato degli assets (Nx1 
vettore colonna). 
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1.4 La Diversificazione Naïve 
 
Analizzando il comportamento dell’investitore durante il processo di 
diversificazione del proprio portafoglio, è possibile osservare come nella realtà 
economica gli individui, a causa di svariati fattori, non applichino quelle teorie 
classiche e razionali che gli permetterebbero di scegliere l’alternativa ottima e 
non semplicemente quella soddisfacente; tuttavia non operano neanche in modo 
del tutto casuale, ovvero spinti solo dalle emozioni o dall’intuito, come afferma 
la Finanza Comportamentale.  
Essi per semplificare il loro processo decisionale e sfruttare in ogni caso il 
beneficio della diversificazione nella composizione del loro portafoglio, 
applicano delle regole molto semplici che danno all’investitore la sicurezza di 
arrivare a una soluzione ottimale, evitando così che le emozioni prendano il 
sopravvento. 
Questo tipo di comportamento, molto seguito oggi dalla maggior parte degli 
individui è conosciuto come naïve diversification, ed è definibile come un ibrido, 
in quanto si tratta di una strategia intermedia di diversificazione che ha come 
limiti il modello sofisticato fornito dalla teoria classica ed il modello “emotivo” 
fornito dalla teoria  della finanza comportamentale.  
Con tale tipo di strategia gli individui dimostrano di adottare una confusa, o 
meglio naïve (ingenua), idea di diversificazione.  
Si definisce “confusa” in quanto, gli investitori nella composizione del loro 
portafoglio ottimale seguono la “strategia 1/N”, ovvero dividono in modo equo i 
loro risparmi tra le diverse opzioni disponibili, comportandosi così in modo 
incoerente ed irrazionale.  
Questa metodologia non necessariamente conduce ad una soluzione ottimale, 
poiché i pesi dei vari titoli non derivano da un calcolo probabilistico, come 
suggerisce la teoria classica, bensì da un semplice calcolo matematico, che 
considera il numero di opzioni presenti nel portafoglio e ripartisce 
semplicemente la somma da investire in modo perfettamente equo, considerando 
soltanto la minore o maggiore propensione al rischio dell’investitore. Infatti un 
 32 
soggetto avverso al rischio investirà in maniera proporzionale soltanto su titoli 
più sicuri e, viceversa, un soggetto più amante del rischio sceglierà di investire in 
maniera proporzionale su titoli aventi un più elevato profilo di rischio. Si tratta di 
un’idea sbagliata e distorta, rispetto al reale concetto di diversificazione 
elaborato da Markowitz. Tuttavia nonostante ciò nell’ambito pratico ad oggi 
risulta la più seguita dagli investitori. 
A conferma di tali comportamenti è possibile citare un noto esperimento 
condotto da Benartzi e Thaler24, attraverso il quale si è potuto osservare come gli 
investitori di fronte alla scelta tra un fondo azionario e uno obbligazionario nella 
composizione di un portafoglio finanziario, hanno deciso di destinare metà del 
loro risparmio al fondo azionario e la restante metà a quello obbligazionario, 
sebbene i rischi tra i due strumenti fossero evidentemente differenti. Si è inoltre 
osservato come aggiungendo un terzo fondo azionario gli individui continuino a 
dividere in modo equo il loro patrimonio, in questo caso dedicando due terzi alle 
azioni e un terzo alle obbligazioni e dunque aumentando notevolmente il rischio 
di portafoglio anziché di ridurlo come invece suggerisce il reale concetto di 
diversificazione.  
L’uso di tale regola di decisione, anche definita “1/n heuristic”, ha una lunga 
storia nelle decisioni di asset allocation e l’evidenza empirica dimostra come sia 
ancora ampiamente utilizzata dagli individui. Lo studio di Benartzi e Thaler si è 
focalizzato soprattutto sulla definizione dei piani di accumulo dei lavoratori 
americani. Tuttavia è stato ampiamente dimostrato come questa semplice regola 
di allocazione venga seguita molto spesso in ogni tipo di decisione finanziaria25. 
La prima dimostrazione di questo fenomeno è stata operata nel 1990 da Itamar 
Simonson26 il quale, nel proprio studio, ha dato l’opportunità a degli studenti di 
selezionare tra sei semplici snack (caramelle, patatine...) in due differenti 
condizioni: la prima condizione prevedeva una scelta sequenziale (la scelta 
                                                      
24 Benartzi S., Thaler R. (2001), Naïve Diversification Strategies in Defined Contributions 
Saving Plans.  
25  Benartzi S., Thaler R., marzo 2001, “Naïve Diversification Strategies in Defined 
Contributions Saving Plans”, The American Economic Review, Vol. 91, n.1.  
26 Simonson I. “The Effect of Purchase Quantity and Timing on Variety-Seeking Behavior.” 
Journal of Marketing Research, May 1990, 27 (2), pp. 150-62.  
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avveniva ogni settimana per le tre settimane previste) e un’atra condizione invece 
di scelta simultanea (già nella prima settimana i partecipanti all’esperimento 
dovevano scegliere ciò che avrebbero consumato nelle tre settimane successive). 
Analizzando i risultati di questo esperimento, Simonson è riuscito a dimostrare 
che le persone sono più propense ad una maggiore diversificazione in una 
condizione di scelta simultanea rispetto ad una condizione di scelta sequenziale. 
In altre parole quando gli individui devono prendere una decisione in un unico 
momento, sono portati a una maggiore diversificazione, rispetto a quando hanno 
la possibilità di prendere la decisione in modo più dilazionato nel tempo.  
Un esperimento analogo è stato condotto da Read Lowenstein27 nella notte di 
Halloween, in cui i giovani dovevano scegliere o in modo sequenziale o in modo 
simultaneo tra tre tipi di caramelle: ancora una volta i risultati dell’esperimento 
hanno portato alla conclusione che gli individui tendono ad una maggiore 
diversificazione quando la scelta è simultanea rispetto a quando questa è 
sequenziale. Anche Graham e Loomes (1991) 28  hanno dato una loro 
dimostrazione di questa euristica di diversificazione attraverso un altro semplice 
esperimento. Presentando a dei soggetti tre possibili stati del mondo A, B e C 
dove Pr(A)>Pr(B)>Pr(C) (Pr è la probabilità dell’evento) e qualora lo stato C 
si fosse verificato, il soggetto non avrebbe vinto niente. Di conseguenza il 
soggetto poteva decidere di dividere i 20$ tra lo stato A e lo stato B, vincendo lo 
stesso ammontare sia che si verificasse lo stato A sia che si verificasse lo stato B. 
Razionalmente gli individui avrebbero dovuto investire tutti i 20$ nello stato A, 
poiché si tratta di quello con probabilità maggiore e perché in questo modo 
avrebbero massimizzato il profitto atteso. Invece la maggior parte ha diviso in 
modo equo tra A e B, applicando quindi il concetto di diversificazione in modo 
errato.  
Molti studiosi tra cui Kahneman e Thaler29, hanno condotto esperimenti simili e 
                                                      
27 Read, Daniel e Loewenstein, George, March 1995, “Diversification Bias: Explaining the 
Discrepancy in Variety Seeking between Combined and Separated Choices.”, Journal of 
Experimental Psychology: Applied, Vol.1, pp. 34-49.  
28 Loomes, Graham, gennaio 1991, “Evidence of a New Violation of the Independence Axiom”, 
Journal of Risk and Uncertainty, Vol.4(1), pp. 91-108.  
29 Kahneman D., Tversky A., Apr 1984, “Choices, Values and Frames”, Amos American 
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tutti sono giunti alla stessa conclusione. Talvolta, la diversificazione naïve si è 
rivelata anche una strategia sensata (non è chiaro il perché nell’esempio), 
soprattutto quando gli investitori non sono troppo “sofisticati” (tipico nei piani di 
accumulo dove gli investitori chiedono addirittura al datore di lavoro di compiere 
la scelta di allocazione per conto loro). In ogni caso, si è visto che il concetto di 
diversificazione non è quello inteso da Markowitz: spesso aggiungendo dei titoli 
all’interno di un portafoglio il rischio non si riduce, poiché spesso questi titoli 
hanno una correlazione positiva, ed inoltre il risparmio è semplicemente ripartito 
ancora una volta in modo equo. Alcune volte tale regola di allocazione non si 
rivela del tutto sbagliata (come lo sono alcune euristiche che portano a compiere 
gravi errori), tuttavia appare indubbiamente sbagliata l’eccessiva fiducia in 
questo tipo di scelta, poiché può rivelarsi molto costosa.  
Vi sono due casi in cui questa strategia di diversificazione risulta essere molto 
più costosa rispetto ad una strategia di ottimizzazione alla Markowitz. Il primo 
caso consiste nel diversificare in modo errato costruendo un portafoglio che non 
si trova sulla frontiera efficiente. Nonostante ciò, anche la più ingenua tra le 
diversificazioni “1/n” porta molto spesso ad un punto che si trova molto vicino a 
quelli situati sulla frontiera efficiente. Di conseguenza il costo rilevato non è 
troppo elevato. Nel secondo caso, invece, il costo deriva dall’aver scelto un 
punto sbagliato lungo la frontiera efficiente.  
Tuttavia è difficile prevedere ex ante l’ammontare di questi costi e come questi 
poi incideranno sul benessere degli investitori. In alcuni casi si è visto come 
questi possano essere davvero elevati, sia che il portafoglio non si trovi sulla 
frontiera efficiente (secondo caso), sia che si trovi molto vicino (primo caso). 
Non sussiste quindi un metodo di stima assoluto, piuttosto esso dipende da come 
gli individui mettono in atto questa strategia. Tuttavia l’utilizzo di questa regola 
decisionale dimostra comunque come gli individui riconoscano l’importanza 
della diversificazione anche se ne elaborano una definizione e una metodologia 
forse un po’ semplicistica, ma che sembra comunque propendere verso una 
                                                                                                                                                              
Psychologist, Vol 39(4) , pp. 341-350.  
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qualche forma di razionalità.  
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1.5 Il Teorema di Bayes 
 
Il teorema di Bayes consiste in una formula matematica che consente il calcolo di 
probabilità condizionali. In statistica, per probabilità condizionale s’intende la 
possibilità di calcolare la probabilità che un determinato evento accada data la 
probabilità che un altro evento collegato al primo avvenga. Il teorema di Bayes, 
formalizzato nella seconda metà del 1700 e ripreso da varie discipline 
scientifiche, rappresenta una pietra miliare della statistica, in quanto consente di 
esplicitare in modo chiaro le differenti probabilità derivanti da decisioni 
alternative.  
Secondo Bayes la probabilità dell’avvenimento di A dato B è uguale al rapporto 
tra la probabilità condizionata dell’avvenimento di B dato A per la probabilità di 
A e la probabilità di B:  
 
Dove: 𝑃(𝐴|𝐵) = !(!|!)!(!)!(!)   
 
P(A|B) è la probabilità condizionata (o congiunta) dello stato A dato B, infatti la 
probabilità che B avvenga modifica la probabilità che A avvenga. 
P(B|A) è la probabilità condizionata dello stato B, dato A. 
P(A) è la probabilità che si verifichi lo stato A. Rappresenta la probabilità a 
priori (prior distribution) poiché l’avvenimento di A non dipende da B. 
P(B) è la probabilità che si verifichi lo stato B. Si tratta di una costante di 
normalizzazione.  
P(A|B) viene detta probabilità a posteriori (posterior distribution), cioè significa 
che la probabilità che avendo osservato l’evento B questo sia generato dalla 
causa A, in funzione delle probabilità a priori P(A) e di P(B|A).  
Al fine di rendere più chiaro il Teorema di Bayes è utile citare un esempio 
elaborato da Piccolo (2010)30. 
                                                      
30 Piccolo D. (2010), Statistica, Il Mulino, Bologna.  
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Si suppone che un certo sintomo B (come la febbre) possa essere l’effetto 
soltanto di tre malattie, A1, A2, A3 con la rispettiva probabilità:  
• P(B|A1) = 0,90; 
• P(B|A2) = 0,10; 
• P(B|A3) = 0,30. 
Inoltre è stato calcolato che le tre malattie hanno la seguente probabilità a priori 
di verificarsi:  
• P(A1) = 0,03;  
• P(A2) = 0,70; 
• P(A3) = 0,27. 
E’ necessario quindi calcolare quale delle tre malattie possa avere contratto un 
paziente che ha riscontrato il sintomo B, dunque calcolare e confrontare tra loro 
le probabilità a posteriori P(A1|B), P(A2|B), P(A3|B).  
Osservando i dati sopra esposti è possibile affermare come, a priori, risulti la 
malattia A2 la più probabile ad essere contratta da un paziente, mentre il sintomo 
B è più probabile che venga osservato a seguito della malattia A1, che tuttavia è 
la meno diffusa.  
Sapendo che P(B) è uguale a:  
P(B) = P(A1) P(B|A1) + P(A2) P(B|A2) + P(A3) P(B|A3)  
Allora il teorema di Bayes applicato all’esempio da le seguenti probabilità a 
posteriori:  
 𝑃 𝐴1 𝐵 = 𝑃(𝐵|𝐴1)𝑃(𝐴1)𝑃 𝐴1 𝑃 𝐵 𝐴1 + 𝑃 𝐴2 𝑃 𝐵 𝐴2 + 𝑃(𝐴3)𝑃(𝐵|𝐴3) 
 
 𝑃 𝐴1 𝐵 = (0,03)(0,90)0,03 (0,09) + 0,7 (0,10) + (0,27)(0,30) = 0,15169 
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 𝑃 𝐴2 𝐵 = 𝑃(𝐵|𝐴2)𝑃(𝐴2)𝑃 𝐴1 𝑃 𝐵 𝐴1 + 𝑃 𝐴2 𝑃 𝐵 𝐴2 + 𝑃(𝐴3)𝑃(𝐵|𝐴3) 
 
 𝑃 𝐴1 𝐵 = (0,7)(0,10)0,03 (0,09) + 0,7 (0,10) + (0,27)(0,30) = 0,39326 P A3 B = P(B|A3)P(A3)P A1 P B A1 + P A2 P B A2 + P(A3)P(B|A3) 
 𝑃 𝐴3 𝐵 = (0,27)(0,30)0,03 (0,09) + 0,7 (0,10) + (0,27)(0,30) = 0,45505 
 
Dai risultati ottenuti, la presenza del sintomo B ha modificato la graduatoria delle 
malattie. Infatti se in un primo momento la malattia più probabile era la A2, 
adesso la presenza di B fa in modo che il paziente abbia riscontrato con maggior 
probabilità la malattia A3, seguita da A2 e da A1.  
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Capitolo 2 
2.1 Il modello Black-Litterman 
 
Il modello Black Litterman nasce dal lavoro di due studiosi che  lavoravano per 
Goldman Sachs. Stavano cercando di elaborare un modello di gestione di 
portafoglio che potesse essere utilizzato senza problemi dagli operatori per la 
composizione di un portafoglio ottimale. 
Il lavoro di Fisher Black e Robert Litterman partiva dal presupposto che, il 
modello in auge fino a quegli anni (80’), il modello media-varianza, soffrisse di 
difetti che ne impedivano l’utilizzo ai fini gestionali. Il principale limite era 
quello della forte sensibilità del modello alla correlazione tra i titoli che portava a 
“sbilanciamenti”31 nella costruzione del portafoglio ottimo. Da un punto di vista 
pratico questo portava all’impossibilità di portare a termine date operazioni 
richieste dal modello. Tale problema fu tuttavia smorzato da un cambiamento 
negli input utilizzati. 
Nella sua prima formulazione il modello media-varianza utilizzava come input i 
rendimenti dei singoli titoli, successivamente con l’avvento del CAPM, si sono 
sostituiti tali input con i rendimenti elaborati da quest’ultimo, che ci ha condotti 
ad avere portafogli ben bilanciati. 
Il lavoro di Black e Litterman risulta pioniere nell’utilizzo delle proprie idee 
come nuova fonte di informazione da parte di chi gestisce il fondo. Infatti 
l’operatore può avere delle proprie idee su come andrà il mercato nel breve 
periodo, nel caso questo non vada verso il punto di equilibrio di lungo termine. 
Prima dell’avvento di tale modello il problema si risolveva modificando i 
rendimenti del CAPM, in modo tale da far rispecchiare i rendimenti attesi con le 
reali aspettative dei gestori. Tale procedura tuttavia portava anch’essa ad un 
portafoglio “estremo”, non bilanciato, in quanto portava anche a delle modifiche 
nella covarianza tra i vari titoli. 
                                                      
31 Portava alla composizione di un portafoglio estremo: con forti posizioni lunghe e forti 
posizioni corte. 
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Il fulcro del lavoro di Fisher Black e Robert Litterman è l’elaborazione di un 
modello che fonda insieme due sorgenti d’informazione per comporne una sola. 
Da una parte c’è la sorgente proveniente dal mercato (il CAPM), dalla quale 
proviene lo studio sull’equilibrio di lungo periodo. 
L’altra è costruita dai rendimenti attesi dal gestore nel breve termine, dove questi 
differiscano da quelli di equilibrio. In tale forma è possibile anche specificare 
l’incertezza nelle aspettative.32 
Una volta studiate le due fonti d’informazione, queste vengono fuse per dar 
luogo ad un unico vettore di input da inserire nel modello e tale procedura è 
realizzabile in due modi: attraverso il richiamato Teorema di Bayes, oppure con 
il metodo di Stima mista di Thiel. 
Tale approccio può essere criticato perché non abbastanza oggettivo. E’ possibile 
tuttavia replicare come, alla fine, ogni tipo di approccio sia soggettivo in quanto 
è impossibile testare ogni singola combinazione di variabili, considerando nella 
pratica soltanto quelle che si ritiene siano più “sensate”; inoltre, nello specifico, il 
modello BL supera la criticità della soggettività perché prende come riferimento 
un modello di equilibrio (CAPM).  
Rispetto all’approccio proposto da Markowitz, il modello di Black e Litterman 
risolve alcuni dei suoi limiti per calcolare il portafoglio ottimo e le quantità 
d’investimento al suo interno:  
• considera le capitalizzazioni di mercato dei vari titoli: questo 
perché il modello di equilibrio è il CAPM che identifica nel 
portafoglio di equilibrio quello di mercato, questo portafoglio è 
composto da asset con una quantità proporzionale alla propria 
capitalizzazione di mercato;   
• considera il grado di fiducia che l’investitore ha nei confronti degli 
input: per implementare il modello BL è necessario che venga 
definita la fiducia che viene riposta nelle views in quella che viene 
                                                      
32 Luca Biondi, 2013,”Il Modello Black & Litterman descrizione teorica del modello” Edizioni 
Accademiche Italiane, 4. 
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definita matrice di confidenza; invece per quanto riguarda il 
portafoglio di equilibrio, il grado di fiducia è considerata essere la 
sua varianza, quindi maggiore è il rischio e minore sarà il suo peso 
all’interno del portafoglio ottimo una volta uniti i vari input.   
Nelle pagine seguenti verrà descritto il modello di Black e Litterman nel 
dettaglio: il processo con cui si arriva alla specificazione dei rendimenti attesi e 
della matrice di varianza covarianza che risulta essere la vera novità portata dal 
modello Black-Litterman nella teoria di portafoglio.  
Per l’implementazione di questo modello, l’investitore prende come riferimento 
la distribuzione della stima della media dei rendimenti µ ~ N(Π, Στ) e ne calcola 
la media e la varianza utilizzando il modello CAPM e la tecnica 
dell’ottimizzazione inversa. Black e Litterman  fanno delle assunzioni secondo le 
quali il portafoglio di mercato rappresenta il portafoglio di equilibrio che tutti gli 
individui arrivano ad ottenere avendo le stesse informazioni. 
Contemporaneamente l’analista calcola la distribuzione dei rendimenti a seguito 
delle proprie opinioni sul futuro andamento del mercato. Anche in questo caso i 
rendimenti si distribuiscono come N ~ (Q, Ω), dove Q è un vettore che  incorpora 
le views dell’investitore e Ω è una matrice diagonale che contiene la sua 
confidence nei confronti delle views espresse. Unendo le due distribuzioni con il 
teorema di Bayes si ottiene un vettore di rendimenti attesi dei titoli che 
l’investitore ha considerato per il proprio portafoglio e che è più sbilanciato verso 
i rendimenti di equilibrio o le views a seconda di quanta fiducia l’analista ha 
riposto nelle stesse e di quanto le views sono estreme.  
Il vettore dei rendimenti attesi e la matrice di varianza covarianza così ottenute 
vengono immesse nel “classico” processo di ottimizzazione di Markowitz che 
produce la frontiera efficiente e la definizione del portafoglio ottimo. Quando 
sarà necessario aggiornare i dati perché l’investitore vuole esprimere delle nuove 
previsioni, la distribuzione calcolata precedentemente, a cui si aggiungeranno le 
views, diventa il nuovo punto di partenza del modello BL. In tale modo, con il 
passare del tempo e l’aumentare degli update, si otterranno dei rendimenti 
sempre più stabili per l’elevato numero di dati immessi nel procedimento. Questo 
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porterà a ottenere risultati più concentrati intorno alla media che può essere 
intesa come rendimento di lungo periodo per l’assunzione che i rendimenti di 
tutti i titoli tendono, nel lungo termine, al proprio valore di equilibrio.  
Il punto fondamentale del modello Black e Litterman è stato quello di permettere 
l’utilizzo di views, senza lo stravolgimento del portafoglio, che rimane ancorato 
a quello di benchmark. 
L’intuizione si basa principalmente su tre punti: 
• Black e Litterman credono che esistano due distinte fonti d’informazioni 
per i rendimenti: i rendimenti di equilibrio e le views degli investitori (che 
riguardando il futuro sono incerte e il grado d’incertezza si rifletterà sul 
modello, hanno quindi una media, un grado d’incertezza e una 
distribuzione di probabilità. Queste sono le views); 
• Entrambe le fonti d’informazione sono incerte e possono essere espresse 
meglio attraverso le distribuzioni di probabilità; 
• I rendimenti di equilibrio risultanti, da usare nel modello finale, saranno il 
più coerenti possibile con entrambe le fonti d’informazione.33 
La distribuzione di probabilità del rendimento (prendendo come riferimento un 
singolo titolo di cui conosciamo la serie storica dei rendimenti passati) 
conosciuta da tutti, che ha per media il rendimento di equilibrio, e la 
distribuzione di probabilità delle views si fondono per dare vita alla distribuzione 
di probabilità dei rendimenti del modello Black e Litterman. Questo diventerà 
l’input del modello media-varianza. 
  
                                                      
33 Luca Biondi, 2013,”Il Modello Black & Litterman descrizione teorica del modello” Edizioni 
Accademiche Italiane, 13. 
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2.2 L’approccio Black-Litterman 
 
Prima di entrare nel dettaglio del modello, può essere utile dare una descrizione intuitiva delle 
principali fasi. Sono descritte in figura 4 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 Figura 4 
 
Il modello Black e Litterman ha come punto di partenza il set dei pesi di mercato. 
In alternativa può essere utilizzato un set di pesi strategici (i.e long-term 
weights). Questi pesi servono per rappresentare quello che chiamiamo il 
comportamento “normale dell’investitore” di una “media” d’investitori. 
Nell’equilibrio di mercato, questi schemi di pesi implicano un vettore 
corrispondente di ritorni attesi per l’universo degli assets. Tuttavia, date le 
Market weights/ 
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condizioni economiche attuali, il manager che si occupa della gestione del 
portafoglio con ogni probabilità avrà delle aspettative circa i ritorni di breve 
termine che differiranno da quelli impliciti di mercato. 
L’approccio Black-Litterman risulta essere molto flessibile nell’andare ad 
incorporare diversi tipi di aspettative (views) e offre un metodo per combinare i 
due tipi di informazione: quella di equilibrio o altrimenti detta “neutra” e quella 
soggettiva dell’investitore. In aggiunta alle aspettative sui ritorni attesi, 
l’investitore deve specificare anche l’intervallo di confidenza da inserire nelle 
views. Tutte le informazioni sono poi traslate in bande di confidenza simmetriche 
intorno ad una distribuzione normale. Il contributo maggiore di tale modello è 
quello di aver ideato uno schema di pesi tra le aspettative soggettive e quelle di 
equilibrio. 
Intuitivamente, più alto (basso) sarà l’intervallo di confidenza, più (meno) i 
ritorni attesi “rivisti” saranno vicini a quelle che sono le aspettative 
dell’investitore. Il vettore dei rendimenti attesi rivisti viene poi consegnato ad un 
ottimizzatore di portafoglio. I pesi ottimali cambiano soltanto per quegli assets su 
cui ho delle aspettative, per gli altri utilizzo i pesi di equilibrio o strategici (come 
spiegato in figura 4). 
A differenza dei modelli ad hoc il Black-Litterman si modifica continuamente 
riflettendo le singole aspettative dell’investitore. Altrettanto importante ricordare 
come in contrasto con l’approccio di Markowitz, il modello Black e Litterman 
conduca alla costruzione di un portafoglio più stabile e meno estremo.34 
 
  
                                                      
34 Wolfgang Drobetz, W.2001”How to avoid the Pitfalls in Portfolio Optimization? Putting the 
Black-Litterman approach at work”, Financial Markets and Porfolio Management 15(1):29-34 
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2.3 I dati del campione 
 
Nel modello Black e Litterman (BL), i dati del campione hanno un’importanza 
assoluta. Costituiscono infatti il punto di partenza sul quale verranno in un 
secondo momento applicate le views, sono dunque fondamentali per il 
bilanciamento del portafoglio e l’equilibrio dello stesso. 
Molti autori costruiscono il portafoglio con il metodo del CAPM (Capital Asset 
Pricing Model) in quanto assicura un giusto bilanciamento senza la necessità di 
utilizzare restrizioni. Dopo l’elaborazione, i dati del CAPM sono immessi nel 
modello BL attraverso il Teorema di Bayes (come funzione di densità di 
probabilità condizionata), o attraverso il metodo della stima mista di Thiel (verrà 
spiegato nel proseguo del capitolo), come dato proveniente dal campione. 
Secondo l’approccio più utilizzato, i rendimenti attesi si distribuiscono nel 
seguente modo: 
 𝐸 𝑟 ∼ 𝑁 𝜇; Σ , 
 
dove: 
• 𝐸 𝑟  è il vettore n x 1 dei rendimenti attesi; 
• 𝜇 è il vettore n x 1 con le “vere” medie dei rendimenti dei titoli; 
• Σ è la matrice n x n delle covarianze tra i titoli. 
 
Questa è la relazione che andiamo a stimare, dunque quella vera, che non 
conosciamo. I rendimenti attesi sono distribuiti normalmente con media 𝜇  e 
varianza Σ. 
La varianza è conosciuta, la media tuttavia è sconosciuta e non osservabile ed il 
suo stimatore segue la relazione: 
 𝜋 = 𝜇 + 𝜀. 
 
Dove 𝜋 costituisce il vettore n x 1 delle medie stimate dei titoli e 𝜀 (vettore n x 1 
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degli errori stocastici) costituisce un errore casuale a media nulla e varianza 
costante, normalmente distribuito. 
Si assume che µ e ε siano non correlati e questo ci permette di dire che la media 
stimata è uno stimatore corretto della media vera e cioè che µ è esattamente il suo 
valore atteso. Ha inoltre una varianza costante 𝜋, che rappresenta il movimento 
di π intorno a µ e tale varianza diminuirà all’aumentare della dimensione del 
campione, quindi quanto più il campione sarà grande, tanto più lo stimatore π 
sarà preciso. 
Dunque π presenta tali caratteristiche: 
 𝜋 ∼ 𝑁 𝜇; Σπ . 
 
Anche la varianza stimata dei rendimenti attesi sarà uguale alla somma della 
varianza vera e della varianza della stima della media: 
 𝛴𝑟 = 𝛴 + 𝛴𝜋. 
 
Utilizzeremo dunque rendimenti attesi con le seguenti caratteristiche: 
 𝐸 𝑟 ∼ 𝑁 𝜋;𝛴𝑟 . 
 
I rendimenti che saranno utilizzati nel modello di riferimento saranno quelli del 
CAPM: 
 𝐸 𝑟 = 𝑟𝑓 + 𝛽 𝑟𝑚 − 𝑟𝑓 + 𝑒 
 
in cui: 
• 𝐸 𝑟  rappresenta il vettore n x 1 dei rendimenti attesi di equilibrio dei 
titoli; 
• 𝑟𝑓 il tasso risk free, supposto costante; 
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• 𝛽 è il vettore n x 1 con n 𝛽𝑖, ognuno riferito ad un titolo i; 
• 𝛽 𝑟𝑚 − 𝑟𝑓  rappresenta il premio per il rischio per ogni titolo i; 
• 𝑒 vettore n x 1 dei residui. 
Per praticità riscriviamo l’equazione del CAPM espressa in eccesso di 
rendimento: 𝐸 𝑟 − 𝑟𝑓 = 𝛽 𝑟𝑚 − 𝑟𝑓 + 𝑒 
 
che, essendo la relazione vera, presenta varianza nota (Σ); procediamo alla stima 
della relazione di cui al punto precedente: 
 Π = 𝛽 𝑟𝑚 − 𝑟𝑓 , 
 
Con: 
 Π = [𝐸 𝑟 − 𝑟𝑓], 
 
in cui Π è un vettore n x 1 con la stima degli eccessi dei rendimenti degli n titoli. Π rappresenta la media stimata della distribuzione e quindi il vettore di equilibrio 
dell’eccesso dei rendimenti convergerà sempre verso questo valore. La varianza 
di Π è Σπ e rappresenta la varianza della stima di Π intorno a quello che è il suo 
vero valore, che tuttavia non è noto. 
Si può anche scrivere: 
 Π = Cov(𝑟; 𝑟′𝑚𝑤𝑚)(𝑟𝑚 − 𝑟𝑓)𝜎!! , 
 
con:  
 𝛽 = 𝐶𝑜𝑣(𝑟; 𝑟′𝑚𝑤𝑚)𝜎!! , 
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e dato che: 𝐶𝑜𝑣(𝑟; 𝑟′𝑚𝑤𝑚) = 𝛴𝑤𝑚 
 
e che: 
 𝑟𝑚 − 𝑟𝑓𝜎!! = 𝛿𝑚, 
 
Π si può anche riformulare nel seguente modo: 
 𝛱 = 𝛿𝑚𝛴𝑤𝑚, 
 
formula dalla quale è possibile ricavare la reverse optimization. 
Tale relazione ci indica quale è il vettore dei rendimenti di equilibrio quando 
sono dati: la matrice delle covarianze (Σ), ricavabile dalla serie storica, il vettore 
dei pesi del portafoglio di mercato (wm) e l’avversione al rischio di mercato 
(δm), ricavabile dal CAPM. 
Con la conoscenza di questi dati l’investitore può fissare la propria avversione al 
rischio δ e calcolare il portafoglio ottimale con l’approccio media-varianza: 
 𝑤 = (𝛿𝛴)!!𝛱 
 
Dove il vettore w così ottenuto rappresenta il portafoglio ottimo per l’investitore 
dato il suo grado di avversione al rischio ed è il risultato del modello media-
varianza. 
La parte fin qui derivata andrà a formare la probabilità condizionata nel teorema 
di Bayes come segue: 
 𝑝 𝜋 𝐸 𝑟 ∼ 𝑁 𝛱; 𝜏𝛴 . 
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La funzione di densità di probabilità condizionata di π rispetto a E(r) è centrata 
nel vettore Π, il quale ne rappresenta la stima. Per semplificare si utilizza τΣ al 
posto di Σπ, in quanto sapendo che Σπ e Σ sono proporzionali e che Σ è un dato 
conosciuto, risulta più facile l’utilizzo di un coefficiente di proporzionalità 
rispetto a procedere con la stima di Σπ. In questo caso assumiamo che τ sia pari 
a: 
 𝜏 = 1 𝑛. 
 
Dunque Σπ si avvicinerà a Σ quanto più grande sarà il campione su cui si 
svolgono i calcoli. 
E(r) all’interno del teorema di Bayes rappresenta i rendimenti attesi dai giudizi a 
priori dell’investitore, quindi le views e la funzione di densità di probabilità a 
priori35. 
  
                                                      
35 Luca Biondi, 2013,”Il Modello Black & Litterman descrizione teorica del modello” Edizioni 
Accademiche Italiane, 27-32. 
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2.4 LeViews 
 
Come detto precedentemente, nel modello BL è possibile creare un portafoglio 
ottimo che abbia come base il portafoglio di mercato. Questo portafoglio può 
essere modificato aggiungendo nuovi dati a seconda delle informazioni in 
possesso dell’investitore e del grado di fiducia che ripone in esse. Perciò se il 
manager non avesse nessuna view deterrebbe una fetta del portafoglio di 
mercato, al contrario se ne avesse, deterrebbe un portafoglio che si 
allontanerebbe da quello di equilibrio tanto sono più estreme e quanta più fiducia 
ha nelle sue opinioni.  
Una delle maggiori novità del modello BL è che permette di esprimere due tipi di 
views:  
• views assolute cioè il parere dell’investitore è che un asset dia un 
maggiore o minore rendimento rispetto ad esempio del suo rendimento 
registrato l’anno precedente, questo è l’unico tipo di view che un 
investitore può inserire nel processo di Markowitz;   
•  views relative cioè il parere dell’investitore è che un asset dia un 
rendimento maggiore o minore rispetto al rendimento di un altro asset. 
Quindi gli input da inserire per quanto riguarda le views sono: le opinioni 
che ha l’investitore sul futuro andamento degli assets e una matrice che 
contenga la fiducia che ripone in esse. Le views possono anche essere in 
conflitto tra loro perché sarà poi il processo che combinerà le views e 
l’equilibrio con i rispettivi errori.   
Ipotizzando che l’investitore abbia k diverse opinioni su un totale di n assets, le 
views sono rappresentate sotto forma di combinazioni lineari di rendimenti attesi:  𝑃 ·  𝜇 =  𝑄 +  𝜀!  
  
Dove:  
• P è una matrice (k x n) che contiene il peso di ogni views dell’investitore, 
ogni riga di P rappresenta una view, dove il valore è diverso da 0 se il 
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corrispettivo asset è soggetto a un’opinione, altrimenti è uguale a 036. Se la 
view è relativa allora la somma dei pesi sarà uguale a 0, se la view è 
assoluta allora la somma dei pesi sarà uguale a 1 ; 
• µ è il vettore (n x 1) che contiene la media dei rendimenti attesi; 
• Q è un vettore (k x 1) che contiene i rendimenti previsti per ogni views; 
• εv è un vettore (k x 1) che contiene gli errori casuali commessi nelle 
views. 
Riprendendo un esempio tratto da Luca Biondi, 2013,”Il Modello Black & 
Litterman descrizione teorica del modello” Edizioni Accademiche Italiane: 
 
𝑃 = 𝑝1,1 ⋯ 𝑝1,𝑛⋮ ⋱ ⋮𝑝𝑘, 1 ⋯ 𝑝𝑘,𝑛           P= 1 0 −1 00 1 0 0  
 
 
𝑄 = 𝑄1⋮𝑄𝑘                  𝑄 = 23  
 Ω = 𝜔1 0 00 ⋱ 00 0 𝜔𝑘           Ω = 𝜔1 00 𝜔2  
 
L’asset 1 supererà in rendimento il terzo asset del 2%, con una incertezza 
espressa in ω1. Il secondo asset invece otterrà un rendimento assoluto del 3%, 
con un grado d incertezza di ω2. La prima view dunque è relativa, mentre la 
seconda è assoluta. 
L’approccio descritto nell’esempio è l’originale elaborato da Black e Litterman 
per l’inserimento delle views. Molti studiosi negli anni vi hanno apportato 
miglioramenti, tra questi merita certamente una menzione Idzorek e le modifiche 
                                                      
36 E’ intuitivo quindi osservare che se il manager avesse tante views quanti sono gli assets, 
allora P avrà tante righe quanti sono gli assets..   
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alla matrice P. La matrice P come viene elaborata dal BL “classico” è formata da 
righe che hanno come somma 1 se la view è assoluta, quindi riguarda un solo 
titolo che avrà l’uno nella sua posizione, e presenta righe a somma zero nelle 
views relative, in cui i titoli interessati positivamente dalla view sommeranno a 1 
e quelli invece interessati negativamente sommeranno a -1, con valori equamente 
divisi. 
Questo processo comporta che tutti i titoli siano pesati in egual misura all’interno 
della view e quindi anche all’interno del modello. Il ragionamento si dimostra 
corretto nel caso in cui la view relativa interessi soltanto 2 titoli, mentre nel caso 
in cui interessi più di due titoli, la divisione equa della somma trascura la 
capitalizzazione di mercato dei titoli stessi e può portare ad una distorsione nella 
composizione finale del portafoglio. Questo perché potrebbe dare troppo spazio a 
titoli con coefficiente rendimento-rischio maggiore ma che hanno una bassa 
capitalizzazione di mercato. 
Il contributo di Idzorek consiste nell’inserimento nel modello di un valore che 
rispecchi la capitalizzazione di mercato dei titoli interessati dalle views e lo ha 
inserito all’interno della matrice P. In tale matrice dunque vanno inseriti valori 
che sono pari alla media ponderata della capitalizzazione del titolo rispetto a tutti 
i titoli interessati allo stesso modo dalle views. 
Sempre riprendendo un esempio tratto da Luca Biondi, 2013,”Il Modello Black 
& Litterman descrizione teorica del modello” Edizioni Accademiche Italiane, 
supponiamo di avere un paniere di otto titoli e di formulare tre views: 
• Il titolo sette avrà un rendimento Q1; 
• Il secondo titolo avrà un rendimento maggiore rispetto al titolo uno, di Q2; 
• Il titolo tre ed il cinque avranno un rendimento maggiore rispetto ai titoli 
quattro e sei, di Q3. 
La matrice nel modello BL sarebbe: 
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𝑃 = 0 0 0 0 0 0 1 0−1 1 0 0 0 0 0 00 0 0.5 −0.5 0.5 −0.5 0 0  
 
Tuttavia la capitalizzazione dei titoli tre e cinque è divisa al 90% dal titolo tre e 
al 10% dal cinque, mentre quella dei titoli quattro e sei è data dal 90% dal titolo 
quattro e dal 10% dal titolo sei. Quindi la matrice P ideata da Idzorek sarà: 
 
 
𝑃 = 0 0 0 0 0 0 1 0−1 1 0 0 0 0 0 00 0 0.9 −0.9 0.1 −0.1 0 0 . 
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2.5 Gli errori delle Views 
 
Il termine d’errore misura il grado d’incertezza dell’operatore rispetto alle 
proprie views, una maggiore incertezza è riflessa in un valore elevato di εv. εv si 
distribuisce come:  
 𝜀 !~ 𝑁 (0,𝛺)  
 
Dove Ω è la matrice (k x k) di varianza covarianza delle views che rappresenta 
l’incertezza dell’investitore per ogni views. Ω è una matrice diagonale dato che 
le views devono essere indipendenti e incorrelate tra loro, non è necessario che 
tutti i valori sulla diagonale siano diversi da 0, infatti lo sono quando l’investitore 
è assolutamente certo della sua previsione. La varianza di ogni termine d’errore, 
espressa come ω e che rappresenta la distanza da 0, formano Ω37.  
Le views quindi si distribuiscono come una normale con media Q e con varianza 
Ω:  
 𝑃 ·  𝜇 ~ 𝑁(𝑄,𝛺)  
 
Più interpretabile di Ω è generalmente la sua inversa, chiamata matrice di 
confidenza ed è infatti questa che viene utilizzata nel modello BL.  
Ottenere Ω è uno degli aspetti più critici di tutto il modello perché calcolare la 
matrice è compito dell’investitore, ma sono stati comunque stati elaborati alcuni 
metodi che aiutano alla sua definizione. Uno di questi è quello di usare una 
formula che permette di mantenere la varianza delle views proporzionale alla 
varianza dei rendimenti di equilibrio grazie all’inclusione di τΣ al suo interno. La 
formula, che è quella maggiormente usata in letteratura per calcolare la matrice 
d’incertezza delle views, è:  
 
                                                      
37 Quindi più ω è vicino a 0 più l’investitore è sicuro delle proprie views, e di conseguenza più ω 
è lontano da 0 meno l’investitore è sicuro delle proprie views. 
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𝛺 =  𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑃 (𝜏𝛴) 𝑃’)  
 
Un’altra possibile soluzione per il calcolo di Ω può consistere nel definire un 
intervallo di confidenza attorno alla media delle views per poi individuare il 
valore della varianza sfruttando l’ipotesi di normalità delle views stesse. Ad 
esempio un asset all’interno del portafoglio è oggetto di una previsione da parte 
dell’investitore che ritiene che nei prossimi mesi avrà un rendimento del 2% e 
che con un livello di certezza pari al 68% cadrà nell’intervallo (2% ; -3%) di 
rendimento. Dato che in una distribuzione normale il 68% dell’area cade tra ± 1 
deviazione standard dalla media, questo permette di tradurre l’opinione 
dell’investitore in una varianza pari a 0,010!.  
In generale quindi è possibile calcolare indirettamente la varianza delle views 
sfruttando il fatto che la distribuzione è una normale. Questa formulazione 
dell’incertezza delle views è inoltre coerente con l’assunzione che τ sia minore di 
1 perché in questo modo l’ampiezza dell’incertezza dell’equilibrio sarà coerente 
con l’incertezza delle views.  
Nella Figura 5 si può osservare la rappresentazione di una distribuzione normale 
e i livelli di confidenza associati alle relative deviazioni standard.  
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Figura 5: Rappresentazione di una distribuzione normale. 
Fonte: Bodie, Kane, Markus (2011). 
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2.6 Implementazione attraverso il Teorema di Bayes 
 
Il teorema di Bayes consiste nel “fondere” insieme due funzioni di densità di 
probabilità, una a priori e una condizionata, al fine di trovare una funzione di 
densità di probabilità a posteriori. Come evidenziato dalla Figura 6. 
 
 
 
 
 
Figura 6. 
Fonte: www.blacklitterman.org. 
Dal teorema di Bayes, nel modello BL le views dell’investitore rappresentano la 
distribuzione a priori e la seconda fonte d’informazioni sono i rendimenti di 
equilibrio. Una delle più importanti assunzioni del modello BL è che i rendimenti 
degli asset siano distribuiti come una normale, per questo motivo anche la 
distribuzione a priori e la distribuzione condizionata sono distribuite come una 
normale e di conseguenza, naturalmente, anche la distribuzione a posteriori sarà 
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distribuita come una normale (come si può facilmente osservare dalla figura 6).  
Nel caso in esame la funzione di probabilità condizionata 𝑝(𝜋|𝐸 𝑟 ), rappresenta 
i rendimenti di equilibrio del CAPM, espressi così: 
 
 𝑝(𝜋|𝐸(𝑟)) ∼ 𝑁(Π; 𝜏Σ), 
 
mentre la funzione di densità di probabilità a priori 𝑝(𝐸 𝑟 ), avrà la seguente 
forma: 
 𝑝(𝐸(𝑟)) ∼ 𝑁(Q;𝛺), 
 
dunque, la funzione di densità di probabilità a posteriori risulterà: 
 𝑝(𝐸(𝑟)|𝜋) ∼ 𝑁([ 𝜏𝛴 !!𝛱 + 𝑃!𝛺!!𝑄 𝜏𝛴 !!+ 𝑃!𝛺!!𝑃]!!; 𝜏𝛴 !! + 𝑃!𝛺!!𝑃 !! . 
 
Se analizziamo separatamente la media e la varianza osserviamo che la prima è il 
vettore dei rendimenti a posteriori, quello cioè con i rendimenti che verranno 
utilizzati per calcolare il portafoglio ottimo: 
 Π = [[ 𝜏Σ !!Π + 𝑃!Ω!!𝑄][ 𝜏Σ !! + 𝑃!Ω!!𝑃]!! 
 
Dopo alcuni passaggi, può essere riformulata nel seguente modo: 
 Π = Π + 𝜏Σ𝑃![ 𝑃𝜏Σ𝑃! + Ω]!![𝑄 − 𝑃Π] 
 
Con tale formulazione è più facile analizzare i casi estremi: quando l’investitore 
è certo delle proprie view (Ω=0) e quando è totalmente incerto (Ω=∞). 
Nel caso in cui vi siano specificate views per tutti gli asset e quindi P sarà 
invertibile, Π è uguale a: 
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 Π = 𝑃!!𝑄 
 
Se al contrario l’investitore verte in una situazione di totale incertezza riguardo 
alle proprie views (qundo Ω=∞), vale: 
 Π = Π, 
cioè il vettore dei rendimenti a posteriori sarà identico a quello identificato con il 
CAPM. 
Chiamiamo M la varianza della funzione di densità a posteriori: 
 𝑀 = [ 𝜏Σ !! + 𝑃!Ω!!𝑃]!!, 
 
tale termine rappresenta la varianza della stima della media attorno alla media 
vera, non la varianza dei rendimenti, che è Σ, dunque per ottenere la covarianza 
complessiva a posteriori dobbiamo sommarle e chiameremo Σ𝑝 la matrice delle 
covarianze a posteriori: 
 Σ𝑝 = Σ +𝑀 = 
 = Σ + [ 𝜏Σ !! + 𝑃!Ω!!𝑃]!!. 
 
M altro non è che la perdita di precisione che si ha effettuando la stima. 
Qualora non vi fossero views sarebbe uguale a: 
 Σ𝑝 = Σ + τΣ = 
 = 1 + 𝜏 Σ. 
 
Si dimostra come l’aggiunta di una fonte d’informazione aumenti la precisione 
della stima, poiché: 
 60 
 𝑀 < 𝜏Σ. 
 
Per analizzare ancora meglio i casi estremi in cui Ω = 0 e Ω = ∞, M può essere 
riscritta nel seguente modo: 
 𝑀 = 𝜏Σ − 𝜏Σ𝑃! 𝑃𝜏Σ𝑃! + Ω !!𝑃𝜏Σ. 
 
Così è facile vedere come quando l’investitore avrà totale certezza delle proprie 
views con Ω = 0 allora anche M risulterà uguale a zero. Questo ci dice che 
quando le aspettative dell’investitore sono totalmente certe, la precisione della 
stima è massima poiché perdono di importanza i dati provenienti dal campione 
rispetto alla stima finale. L’investitore è consapevole con certezza di ciò che 
avverrà. 
Nel caso contrario di totale incertezza con Ω = ∞, allora 𝑀 = 𝜏Σ, in quanto 
rimangono gli errori derivanti dalla stima del campione. 
La Figura 7 è esemplificativa di come la funzione di densità di probabilità 
condizionata (a sinistra) e la funzione di probabilità a priori (a destra) vengano 
fuse insieme per ottenere la funzione di probabilità a posteriori. 
In tale figura, tratta da Idzorek (2005)38, si può osservare uno schema riassuntivo 
del procedimento da seguire per attuare il modello BL in cui si ritrovano tutti i 
parametri spiegati nei capitoli precedenti: l’investitore deve calcolare due 
distribuzioni distinte, quella di equilibrio N ~ (Π, τΣ) e quella relativa alle views 
N ~ (Q, Ω), e metterle insieme attraverso il teorema di Bayes per arrivare ad 
ottenere la nuova distribuzione dei titoli considerati da inserire nel portafoglio. 
Per ottenere il portafoglio ottimo finale, i rendimenti e la varianza calcolati, 
dovranno essere inseriti come input all’interno del processo di ottimizzazione 
standard di Markowitz. 
 
                                                      
38 Idzorek T. M. (2005), “A step-by-step guide to the Black and Litterman model”, Working 
Paper..  
 
 61 
 
 
 
  
 
 
Figura 7: Procedimento per l'implementazione del modello di Black e 
Litterman. Fonte: Idzorek (2005)  
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2.7 Implementazione attraverso il metodo della stima mista di Thiel 
 
 
Una volta determinati la costante τ e la matrice di covarianza Ω, è possibile 
calcolare il vettore dei rendimenti attesi combinando le due fonti d’informazione. 
B-L però nella presentazione del loro modello non esplicitano qual è il metodo 
per ottenere i rendimenti attesi da implementare successivamente nel processo di 
ottimizzazione. 
Il modello da utilizzare per la stima dei rendimenti secondo B-L può essere il 
modello misto di Thiel, che viene soltanto suggerito dai due autori, o 
alternativamente un modello bayesiano, collegato all’affermazione secondo cui il 
vettore di rendimenti attesi si ottiene dalla combinazione di due distribuzioni 
normali. Il modello di Thiel è considerato un adattamento del metodo di stima 
dei minimi quadrati: l’autore nel lavoro del 1971 mostra come il suo modello 
consente di ottenere gli stessi risultati di un metodo bayesiano. Così come in un 
modello bayesiano, il modello misto prevede che esista una distribuzione a priori 
relativamente ai parametri non noti, la quale verrà modificata sulla base di nuove 
informazioni. 
Con il modello di stima misto, le views dell’investitore e le informazioni di 
mercato vengono combinate per determinare il vettore dei rendimenti attesi 
attraverso una procedura spiegata in seguito, senza per questo ritenere che una 
delle due fonti sia falsa. 
Adattandosi perfettamente al nostro caso, questo modello consente di non avere 
obblighi nella definizione delle views, perché è previsto che non vengano 
espresse sulla totalità degli assets considerati. 
Il metodo della stima mista di Thiel consiste nel fare due stime separate delle 
sorgenti d’informazione per poi fonderle insieme trovando un unico vettore dei 
rendimenti ed un unico stimatore. Il peso di ogni singola sorgente nel risultato 
finale sarà inversamente proporzionale alla propria varianza. 
I dati del campione sono rispettati con tale relazione: 
 Π = 𝑋𝛽 + 𝜀, 
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in cui: 
• Π è il vettore n x 1 dei rendimenti di equilibrio del CAPM; 
• X è una matrice d’identità; 
• 𝛽 il vettore n x 1 della media vera dei rendimenti; 
• 𝜀 è il vettore n x 1 dell’errore casuale. 
Dato che: 
 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝜀 = 0 
 
la varianza sarà: 
 𝑉 Π = Σ +Φ 
 
in cui Σ è la matrice delle covarianze storiche dei rendimenti e Φ rappresenta la 
matrice delle covarianze dei residui della stima intorno alla media. E’ 
l’incertezza derivante dalla stima. 
Le views sono inserite in modo analogo: 
 𝑄 = 𝑃𝛽 + 𝜐 
 
In cui:  
• 𝑄 è il vettore k x 1 che esprime le views; 
• 𝑃 è la matrice k x n che specifica quali sono i titoli interessati dalle 
singole views; 
• 𝛽  è il solito vettore della media vera dei rendimenti come per 
l’espressione precedente; 
• 𝜐 è l’errore casusale. 
La varianza sarà: 
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𝑉 𝑄 = Ω 
 
determinata internamente dalla matrice di covarianza dei residui 𝜐 , che 
rappresenta l’incertezza delle views. 
Terminato il processo di stima, la fusione avviene nel seguente modo: Π𝑄 = 𝑋𝑃 𝛽 + 𝜀𝜐 , 
 
• Il primo termine è il vettore n x1 dei rendimenti a posteriori; 
• Il secondo è la fusione dei due regressori; 
• 𝛽 è la stima di 𝛽, parametro sul quale sono formulati i giudizi a priori e 
che determina il vettore dei rendimenti a posteriori; 
• L’ultimo vettore n x 1 è dato dalla fusione delle sorgenti. 𝛽, il nuovo stimatore, determinerà quanto ogni fonte peserà sul vettore dei 
rendimenti finali, cioè la matrice Π𝑄 ,  che diverrà il nuovo vettore dei rendimenti 
a posteriori. 
La varianza dei residui risulta essere: 
 𝑉 𝜀𝜐 = 𝐸 𝜀𝜐 𝜀! 𝜐! = Φ 00 Ω . 
 
Lo stimatore 𝛽calcolato con il metodo GLS39 sarà uguale a: 
 𝛽 = 𝑋! 𝑃! Φ 00 Ω !! 𝑋𝑃 !! 𝑋! 𝑃! Φ 00 Ω !! Π𝑄 . 
Espressa in forma lineare: 
 𝛽 = [𝑋!Φ!!𝑋 + 𝑃!Ω!!𝑃]!! 𝑋!Φ!!Π + 𝑃!Ω!!𝑄 . 
 
                                                      
39 Metodo dei minimi quadrati generalizzati. 
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Visto che X è una matrice d’identità, l’equazione può essere riscritta nel seguente 
modo: 
 𝛽 = [Φ!! + 𝑃!Ω!!𝑃]!! Φ!!Π + 𝑃!Ω!!𝑄 . 
 
Ottenuto il nuovo stimatore 𝛽  ed il nuovo vettore dei rendimenti attesi a 
posteriori Π ed usandoli in una nuova regressione, otteniamo dei nuovi residui 𝑢. 
 Π = 𝑋𝑃 𝛽 + 𝑢. 
 
La varianza della stima posteriore sarà quindi uguale a: 
 𝑉 Π = 𝑉 𝛽 + 𝑉 𝑢 = 
 = Σ + 𝑉 𝑢 , 
 
in cui: 
• Σ rappresenta la matrice n x n delle covarianze del campione; 
• 𝑉 𝑢  è la matrice n x n delle covarianze dei residui. 
Dunque la varianza del vettore finale dei rendimenti è uguale alla matrice delle 
covarianze dei rendimenti di equilibrio più quella delle covarianze dei residui e 
poiché: 
 𝑉 𝑢 ≤ Φ, 
 
si dimostra che, aggiungendo una nuova fonte d’informazione, la precisione della 
stima migliora. 
I giudizi a posteriori, a differenza del teorema di Bayes, non hanno una matrice 
delle covarianze. 
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Arrivati a questo punto, al fine di semplificare, è possibile chiamare il vettore 
finale dei rendimenti come Π e verrà inserito come input nel modello media-
varianza: 
 Π = 𝛿Σ𝑤 
 
Conoscendo dunque Π, la matrice storica delle covarianze dei rendimenti Σ, che 
serve per la diversificazione e l’avversione al rischio dell’investitore 𝛿 (fissata 
dall’investitore in base al proprio livello di avversione al rischio), è possibile 
calcolare il vettore con in pesi di ognuno dei titoli facenti parte del portafoglio 𝑤: 
 𝑤 = Π[𝛿Σ]!! 
 
Si è giunti con tale processo all’allocazione ottimale del portafoglio con il 
metodo della stima mista di Thiel all’interno del modello Black-Litterman40. 
  
                                                      
40 Luca Biondi, 2013,”Il Modello Black & Litterman descrizione teorica del modello” Edizioni 
Accademiche Italiane, 41-45. 
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2.8 Alcune precisazioni sui parametri fondamentali del modello 
 
 
La specificazione di π  
Black e Litterman utilizzano la tecnica dell’ottimizzazione inversa, derivata dal 
CAPM, per calcolare gli extra-rendimenti attesi del portafoglio di equilibrio che, 
rispetto al modello di riferimento specificato precedentemente, rappresentano la 
media di 𝜇. Dal CAPM è possibile esprimere gli extra-rendimenti di equilibrio 
usando il metodo dell’ottimizzazione inversa dove il vettore degli extra-
rendimenti di equilibrio può essere espresso come funzione di tre parametri noti:  
 𝐸(𝑟𝑖) –  𝑟𝑓 =  𝛱 =  𝛿𝛴𝑤   
Dove: 
• 𝛱 è il vettore degli extra-rendimenti di equilibrio (n x 1 vettore colonna);  
• δ è il coefficiente di avversione al rischio; 
• 𝛴 è la matrice di varianza covarianza dei rendimenti (matrice n x n); 
• 𝑤 rappresenta i pesi di capitalizzazione di mercato degli assets (n x 1 
vettore colonna) . 
La tecnica dell’ottimizzazione inversa lavora al contrario (backwards). Assume 
infatti che il set di pesi del portafoglio 𝑤𝑚𝑟𝑘 sia ottimo, e risolve l’equazione 
per trovare un vettore di extra-rendimenti impliciti. Intuitivamente questo 
approccio è molto vicino al CAPM, infatti allo stesso modo si afferma che i 
prezzi si aggiusteranno finché non si raggiungerà l’equilibrio di mercato dove i 
rendimenti attesi sono tali che la loro domanda sia perfettamente uguale 
all’offerta.  
La formula precedente è derivata dal fatto che se il mercato è efficiente, il 
mercato massimizza la seguente funzione di utilità rispetto a 𝑤:  
 𝑈 𝑤 = 𝑤𝛱 − 𝛿2𝑤𝛴𝑤  
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 𝑈’ 𝑤 =  0 
 0 =  𝛱 −  𝛿𝛴𝑤  
 𝛱 =  𝛿𝛴𝑤   
Come si può intuire, la composizione del portafoglio ottimo che si ottiene usando 
i rendimenti impliciti invece di quelli storici ha pesi uguali alla capitalizzazione 
pesata degli asset che lo compongono all’interno del mercato. Questo perché, 
usando la capitalizzazione dei titoli come input al processo di ottimizzazione per 
ottenere come risultato i rendimenti attesi, se si utilizza il processo standard 
media-varianza con input i rendimenti appena calcolati, il portafoglio ottimo avrà 
composizione uguale a quello di mercato.  
 
La specificazione di δ  
È possibile calcolare il coefficiente di avversione al rischio del mercato 
moltiplicando entrambi i lati della formula precedente per w e sostituendo i 
vettori con scalari:  
 𝑤𝛱 =  𝛿𝑤𝛴𝑤  
 𝐸 𝑟 –  𝑟 =  𝛿𝜎!𝑚 
 𝛿 = 𝐸(𝑟𝑚 − 𝑟𝑓)𝜎!𝑚  
 
Dove: 
• 𝐸(𝑟𝑚) è il rendimento del portafoglio di mercato ; 
• 𝑟𝑓 è il tasso fisk free;  
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• 𝜎!𝑚 è la varianza del portafoglio di mercato . 
Il coefficiente di avversione al rischio in questo modo è definito come la 
performance di Sharpe; è ragionevole usare questo rapporto come misura 
dell’avversione al rischio perché la performance di Sharpe, come scritto 
precedentemente, misura quanto un investitore è premiato in termini di 
rendimento per il rischio assunto.  
 
La specificazione di w 
Il portafoglio di mercato è formato da tutti gli assets presenti nel mercato nella 
quantità della loro capitalizzazione rispetto alla capitalizzazione di mercato.  
Per trovare il pesi dell’asset i-esimo:  
 
 𝑤𝑖 = 𝐶𝑖𝐶𝑚  
 
 
Dove:  
• ci è la capitalizzazione del titolo i; 
• cm è la capitalizzazione del mercato.  
 
La specificazione di Σπ  
Ritornando al modello di riferimento, rimane ora da calcolare la varianza 
della stima della media dei rendimenti, 𝛴𝜋 . Black e Litterman fanno 
l’assunzione che la struttura di questa matrice di varianza covarianza sia 
proporzionale alla matrice di varianza covarianza dei rendimenti, cioè Σ. 
Hanno perciò creato un parametro, τ, come costante di proporzionalità. Data 
questa assunzione:  
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𝛴𝜋 =  𝜏𝛴  
 
 
Intuitivamente la distribuzione della media dei rendimenti di mercato è:  
 
 𝜇 ~ 𝑁 𝛱, 𝜏𝛴  
 
Si arriva ad ottenere un vettore degli extra-rendimenti di lungo periodo. 
L’assunzione è che il mercato non sia sempre in equilibrio, ma piuttosto che 
quando i rendimenti si allontanino dai loro valori di equilibrio aggiustamenti di 
mercato li riportino indietro. E’ perciò naturale che un investitore voglia 
approfittare di questi scostamenti combinando quelle che sono le sue opinioni 
con i rendimenti e i prezzi di equilibrio. Anche se, in ogni caso, è improbabile 
che i rendimenti si allontanino eccessivamente dai valori di equilibrio.  
 
La specificazione di 𝝉 
 τ  è  uno scalare ed è compreso tra 0 e 1, ma è spesso posto in prossimità dello 
zero 41 . Questo perché l’incertezza (varianza) riguardo la media della 
distribuzione è minore rispetto all’incertezza (varianza) dei rendimenti stessi. 
Tale termine misura dunque il grado di certezza che l’investitore detiene sulla 
vicinanza di Π rispetto al vero valore di equilibrio, quindi τ dovrebbe essere 
molto prossimo allo zero. 
Per convenzione viene compreso tra 0,01 e 0,05; altrimenti τ può essere ricavato 
dalla statistica di base.  
Nella letteratura sono stati elaborati tre metodi per calcolarlo. 
Il primo è stato elaborato da He e Litterman42, i quali esponevano che la varianza 
                                                      
41 Autori come Satchell e Scowcroft (2000) invece affermano che τ sia invece uguale a 1 perché 
non considerano il fatto che la varianza venga aggiornata.  
42 He – Litterman [1999]. 
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della stima della media (Σ𝜋) fosse calcolata partendo dalla seguente regressione: 
 𝜋 = 𝜇 + 𝜀 
 
in cui: 
• 𝜋 stima della media; 
• 𝜇 la media vera; 
• 𝜀 errore i.i.d43 con distribuzione normale. Σ𝜋 è legata al numero di osservazioni del campione ed all’aumentare del numero 
di osservazioni la varianza diminuisce, diminuendo dunque l’incertezza della 
stima. Σ𝜋 è legato anche alla varianza dei rendimenti (Σ) che non è calcolata 
mediante regressione ma direttamente dalla serie storica. Essendo la serie storica 
la materia prima della regressione esiste un legame di proporzionalità tra le due 
grandezze Σ𝜋 e Σ. Ipotizzo che questo dipenda da n e che in particolare il legame 
di proporzionalità sia Σ𝜋 = !!, cioè all’aumentare del campione, la varianza della 
stima diminuisca. 
Per gli studiosi He e Litterman 𝜏 rappresenta la costante di proporzionalità che 
consente di ricavare l’incertezza della stima. E’ quindi uguale a: 
 𝜏 = 1/𝑛. 
 
Il secondo approccio lega il valore del parametro agli intervalli di confidenza 
della distribuzione condizionata stimata, che presenta le seguenti caratteristiche: 
 𝜋 ∼ 𝑁(𝜇; Σ𝜋) 
 
Sapendo che i parametri Σ  e Σ𝜋  sono legati da rapporto di proporzionalità 
secondo il coefficiente 𝜏, in questo caso non lego il parametro al numero di 
                                                      
43 Independent and identically distributed.. 
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osservazioni del campione ma all’intervallo di confidenza che lega la stima del 
modello al modello stesso. 
L’investitore dunque assegna un intervallo di confidenza alla propria stima e 
fissa il valore di 𝜏 che sia compatibile con questo. 
Il terzo metodo consiste nel considerare il valore di 𝜏  dal punto di vista 
dell’investitore Bayesiano. Tale tipo di investitore sceglierà 𝜏  a seconda 
dell’incertezza della stima del campione. Quanto maggiore sarà l’incertezza, 
tanto minore sarà la quota di ricchezza investita nel portafoglio, a favore di un 
asset free risk.  
 𝑄𝑢𝑜𝑡𝑎 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡𝑖𝑡𝑎 𝑛𝑒𝑙 𝑝𝑜𝑟𝑡𝑎𝑓𝑜𝑔𝑙𝑖𝑜 = 1(1 + 𝜏), 
 
 𝑞𝑢𝑜𝑡𝑎 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡𝑖𝑡𝑎 𝑛𝑒𝑙 𝑟𝑖𝑠𝑘 𝑓𝑟𝑒𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑒𝑡 =  𝜏(1 + 𝜏). 
 
Con un valore dunque di 𝜏 = 1 corrisponderà ad investire nel portafoglio il 50% 
delle proprie disponibilità di ricchezza e con 𝜏 = 0.25 l’80%. 
Il settaggio di 𝜏  con tale metodo viene effettuato eguagliandolo a 𝜂 , che 
rappresenta un parametro che calcola l’incertezza delle stime. 
 
 𝜂 = (1 − 𝑤𝑖!! )𝑤𝑖!! . 
 
 
Tale valore indica quanta ricchezza viene investita nel portafoglio riflettendo 
l’incertezza delle stime. Si misura sia per la distribuzione condizionata che per 
quella a posteriori. 𝜏 = 𝜂 quando calcolato per la probabilità condizionata. 
Con tale metodo è tuttavia quasi impossibile risalire al valore preciso di 𝜏, si 
potrà soltanto ricavare una banda di oscillazione; questo perché non si riesce a 
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capire quanto viene investito in risk free assets a causa dell’incertezza delle 
stime.44 
 
Un’analisi su 𝛀 
La matrice cui facciamo riferimento è parametro fondamentale del modello BL, 
ma è anche uno dei più difficili da definire. Attraverso questa si arriva a 
esprimere il grado d’incertezza che l’investitore detiene su una determinata view 
e la difficoltà è dunque riscontrabile nell’esprimere tale variabilità in termini 
matematici. 
Vari autori hanno negli anni sviluppato diverse metodologie per il calcolo di tale 
parametro, noi ci concentreremo sulle due principali. 
La prima tecnica è quella più semplice, con Ω proporzionale a Σ. L’idea alla base 
di tale metodo è di fissare gli elementi che determinano l’incertezza della view in 
modo proporzionale rispetto alla varianza dei rendimenti che derivano dal 
campione (varianza che pertanto conosciamo).  
I principali contributi in questa direzione si hanno avuti dagli studiosi He, 
Litterman e Meucci45. 
Il calcolo della matrice Ω si ottiene tramite la seguente procedura: 
 𝜔𝑖 = 𝑝 𝜏Σ 𝑝! , 
 
dove: 
• 𝜔𝑖 è un elemento che rappresenta l’incertezza sulla i-esima view; 
• 𝑝 è l’elemento della matrice P corrispondente alla i-esima view. 
Dunque l’incertezza nella i-esima view è proporzionale alla varianza del 
rendimento del titolo al quale tale view si riferisce (calcolata dal campione). 
Unendo insieme tutti gli elementi 𝜔𝑖 otteniamo la matrice: 
 
                                                      
44 Luca Biondi, 2013,”Il Modello Black & Litterman descrizione teorica del modello” Edizioni 
Accademiche Italiane, 62-66. 
45 He – Litterman [1999]; Meucci [2006]. 
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Ω = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑃 𝜏Σ 𝑃! . 
 
Meucci che ha elaborato una matrice P invertibile, quindi a ranghi completi, ha 
elaborato una matrice Ω che non ha soltanto elementi sulla diagonale ma con 
valori diversi da zero anche fuori da essa: 
 
Ω = 1𝑐 𝑃Σ𝑃! . 
 
P avrà la forma NxN, quindi interesserà tutti i titoli e Ω conterrà anche le 
informazioni circa le correlazioni tra le diverse views, superando l’ipotesi alla 
base che le views fossero indipendenti tra loro. 
Meucci setta 𝑐 < 1 e quindi 𝑐 = 𝜏!!. 
Il problema di tale metodo è l’impossibilità per l’investitore di esprimere 
l’incertezza circa la view, che è uno dei punti di forza del BL, se non attraverso 
lo scalare 𝜏, che deve essere identico per ogni view. 
Tuttavia la semplicità nell’utilizzo ne fa il metodo più usato nella prassi. 
Il secondo metodo è quello pensato da Black e Litterman nel modello originale46, 
ossia l’utilizzo degli intervalli di confidenza (come richiamato al paragrafo 2,5). 
S’ipotizza per ogni view una banda di oscillazione intorno alla media stimata (il 
valore Qi della view) e si assegna una probabilità che il valore cada 
nell’intervallo. 
Riprendendo un esempio tratto da Luca Biondi, 2013,”Il Modello Black & 
Litterman descrizione teorica del modello” Edizioni Accademiche Italiane, 
secondo la view  l’asset avrà un rendimento del 3% e ci attendiamo che il 
rendimento effettivo ni attesti nell’area dell’intervallo (2% ; 4%) con una 
probabilità del 68%. Conoscendo tali dati si calcola la varianza della view e si 
                                                      
46 Black, Litterman [1990] [1991] [1992]. 
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inserisce nella matrice Ω  come elemento 𝜔𝑖 . Nell’esempio, essendo il 68% 
proprio il valore di una deviazione standard, la varianza di tale view sarà (0,01)!. 
Il vantaggio di tale modello sta nella facilità d’inserimento dell’idea 
dell’incertezza della view; di contro, lo svantaggio consiste nella difficoltà di 
esprimere in termini probabilistici l’idea d’incertezza che sta alla base del 
metodo in esame. 
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Capitolo 3 
3.1 Il migliore in momenti di recessione 
 
 
Continuando nella trattazione inerente il portafoglio Black-Litterman occorre 
evidenziare un ulteriore caratteristica di tale modello messa in luce da uno studio 
svolto da Wolfgang Bessler, Heiko Opfer e Dominik Wolff del Centre for 
Finance and Banking, Justus-Liebig-University Giessen, Germany. 
Tali studiosi hanno recentemente pubblicato un articolo sul The European 
Journal of Finance intitolato “Multi-asset portfolio optimization and out-of-
sample performance: an evaluation of Black-Litterman, mean-variance, and 
naïve diversification approaches”, in cui mettono in relazioni vari modelli di 
ottimizzazione di portafoglio per dimostrare come il BL risulti superiore in 
termini di contenimento del rischio e di massimizzazione del rendimento. 
Il lavoro parte da alcune ipotesi fondamentali alla base del modello: 
 
• 𝑤𝑖 = 1,!!!!  cioè il nostro budget deve essere uguale ad uno; 
• 𝑤𝑖 ≥ 𝑜, non si possono effettuare vendite allo scoperto; 
• 𝑤′ 𝑤 ≤ 𝜎𝑝. 
 
Vengono poi suddivisi gli investitori in tre categorie: conservativo, moderato ed 
aggressivo. A seconda della categoria di appartenenza verranno dati pesi diversi 
nel portafoglio ai vari assets (azioni, titoli di stato e commodities). 
La trattazione prosegue con la diversificazione naïve che attesta come unica 
regola la strategia 1/N, dove si decide di investire in parti uguali dunque in tutti 
gli N assets facenti parte del portafoglio. 
Procedendo con la trattazione vengono confrontati i principali metodi per 
l’ottimizzazione di portafoglio come il media-varianza, il MinVar, il metodo di 
Bayes-Stein e ovviamente il Black-Litterman. Per tutti i portafogli analizzati il 
BL risulta essere sensibilmente migliore per tutti i tipi di investitore analizzato, a 
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differenza del MinVar che risulta essere di poco migliore soltanto per 
l’investitore di tipo conservativo (interessato principalmente al contenimento del 
rischio del proprio portafoglio). 
Anche dal punto di vista delle misure di rischio si evidenzia come il metodo BL 
risulta quello che presenta i livelli più contenuti, indipendentemente dalla 
categoria di investitore. 
Il vero contributo di tale articolo è da attribuirsi a un altro aspetto relativo al 
portafoglio Black-Litterman. Tali studiosi hanno preso in considerazione per la 
trattazione il periodo che va dal 1993 al 2011 e suddividendolo in sotto-periodi. 
Momenti di recessione o di espansione sono determinati ex ante da politiche 
monetarie e segnali dei mercati. Hanno combinato questi approcci per ridurre il 
numero di sotto-periodi e la probabilità di cogliere segnali incorretti.47 
Il primo sotto-periodo che viene individuato va da Gennaio 1993 a Gennaio 2001 
ed include un gran numero di eventi come la crisi in Asia, il default della Russia 
e l’accumulo della nuova bolla economica. Tale periodo è composto da 97 mesi e 
si può caratterizzare come un periodo di espansione con un incremento dei valori 
nei mercati di borsa e con tassi d’interesse relativamente alti. 
Il secondo comprende il periodo tra Febbraio 2001 e Giugno 2004. Copre la fine 
del periodo della New Economy ed il susseguente ribasso nei mercati azionari. Si 
tratta di 41 mesi caratterizzati da recessione. 
Il terzo sotto-periodo va da Luglio 2004 a Febbraio 2008 (44 mesi) e contiene 
rialzi del mercato e alti tassi d’interesse. 
L’ultimo range di tempo analizzato comprende il lasso di tempo che intercorre 
tra Marzo 2008 a Dicembre 2011 include 46 mesi e include la crisi finanziaria 
che ha portato ad un declino sostanziale delle azioni e delle altre classi di assets 
alternative, come commodities ed hedge funds. 
Lo studio in esame evidenzia come il BL risulti migliore del media-varianza in 
tutti e quattro i sotto-periodi presi in esame e sia superiore ai portafogli 
diversificati con diversificazione naïve in tre dei quattro intervalli. 
                                                      
47 Bessler, W.,J.Holler, and P. Kurman. 2012. “Hedge Funds and Optimal Asset Allocation: 
Bayesian Expectations and Spanning Test.” Financial Markets and Portfolio Management 26 
(1): 109-141. 
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Per entrambi i sotto-periodi di recessione si osserva come il BL presenti Sharpe 
ratios sostanzialmente più alti rispetto al media-varianza e lo stesso si può dire in 
un confronto con gli altri modelli.  
Per tutti i sotto-periodi analizzati, gli studiosi evidenziano come per il modello 
BL si riscontri un rischio minore nel portafoglio in rapporto alle altre 
metodologie prese in esame. Inoltre l’analisi rivela come presenti un minor 
turnover di portafoglio e costi di transazione inferiori rispetto al modello media-
varianza per tutti i periodi.  
Un altro fattore importante da tenere in considerazione è relativo alla maggiore 
diversificazione che presenta il Black-Litterman in termini di classi di assets che 
entrano nel portafoglio ottimo rispetto agli altri metodi. 
Nell’analisi è dimostrato come il metodo in esame risulti essere il migliore 
soprattutto per i periodi di recessione e gli autori del testo spiegano tale 
caratteristica con la capacità del BL di reagire in modo più repentino ai 
cambiamenti del ciclo economico e con la rapidità negli aggiustamenti nell’asset 
allocation. 
Il fatto che le aspettative di breve periodo entrino a fare parte degli input del 
modello permette allo stesso di ricalibrarsi ogni volta verso classi di assets che 
seguano meglio il ciclo economico e la congiuntura del momento. In momenti di 
recessione caratterizzati da un calo del valore delle azioni e da un incremento dei 
tassi d’interesse l’investitore riterrà più opportuno spostare parte della propria 
ricchezza in altre classi di assets, come ad esempio i titoli di stato. 
Questo meccanismo di continua ricalibrazione del modello permette al 
portafoglio di attutire meglio le conseguenze negative dei periodi di forte 
recessione a differenza di quei modelli che utilizzano i rendimenti di equilibrio 
(derivanti dal CAPM) come unica fonte d’informazione. 
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In Figura 8 viene riportato il risultato dell’analisi per tutto il periodo (1993-
2011). 
 
 
\\	 BL-
st.w	
BL-
1/N	
BL-
Min
Var	
BS	 MV	 Min-	
Var	
st.w	 1/N	
Tipo	di	investitore:	
conservative	
	
	
	 	 	 	 	 	 	
	
Net	mean	return	p.a	
(%)	
7,81	 7,79	 7,86	 7,31	 7,29	 6,09	 6,29	 6,08	
Volatility	p.a	(%)	 5,16	 5,22	 5,13	 5,27	 6,08	 4,17	 4,86	 11,0
8	
Net	Sharpe	ratio	 0,91	 0,89	 0,92	 0,79	 0,68	 0,71	 0,65	 0,27	
Net	Omega	measure	 1,96	 1,93	 1,98	 1,78	 1,69	 1,7	 1,66	 1,24	
Net	MDD	(%)	 5,99	 6,07	 6,17	 7,3	 9,41	 7,45	 13,9
9	
40,5
9	
Var	99%	(%)	 2,77	 3,04	 2,87	 3,33	 3,92	 2,74	 3,16	 9,72	
Avrg.	Number	of	
assets	
3,32	 3,79	 3,2	 2,91	 2,69	 3,71	 5	 5	
Avrg.	Turnover	p.a	
	
2,13	 2,06	 2,11	 1,96	 2,67	 0,77	 0,18	 0,29	
Tipo	di	investitore:	
moderato	
	
	
	 	 	 	 	 	 	
	
Net	mean	return	p.a	
(%)	
9,58	 9,51	 9,28	 8,27	 8,21	 \	 6,03	 6,08	
Volatility	p.a	(%)	 8,65	 8,87	 8,05	 9,4	 10,37	 \	 9,16	 11,0
8	
Net	Sharpe	ratio	 0,75	 0,72	 0,76	 0,55	 0,49	 \	 0,32	 0,27	
Net	Omega	measure	 1,77	 1,73	 1,81	 1,48	 1,46	 \	 1,27	 1,24	
Net	MDD	(%)	 9,46	 1,02	 9,21	 14,35	 16,18	 \	 35,1	 40,5
9	
Var	99%	(%)	 6,36	 6,91	 5,52	 6,87	 7,53	 \	 7,65	 9,72	
Avrg.	Number	of	
assets	
3,26	 3,48	 2,86	 2,33	 2,16	 \	 5	 5	
Avrg.	Turnover	p.a	
	
3,32	 3,29	 3,28	 3,34	 4,44	 \	 0,27	 0,29	
Tipo	di	investitore:	
aggressivo	
	 	 	 	 	 	 	 	
Net	mean	return	p.a	
(%)	
11,7
2	
11,32	 10,3
7	
9,46	 10,35	 \	 5,81	 6,08	
Volatility	p.a	(%)	 11,6 11,3	 9,85	 12,38	 13,62	 \	 14,2 11,0
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8	 7	 8	
Net	Sharpe	ratio	 0,74	 0,73	 0,74	 0,51	 0,53	 \	 0,19	 0,27	
Net	Omega	measure	 1,79	 1,78	 1,82	 1,51	 1,53	 \	 1,15	 1,24	
Net	MDD	(%)	 14,3
9	
11,67	 12,1	 22,23	 24,59	 \	 50,9
9	
40,5
9	
Var	99%	(%)	 9,43	 7,86	 6,73	 10,26	 10,77	 \	 12,3
8	
9,72	
Avrg.	Number	of	
assets	
3,12	 3,21	 2,63	 1,86	 1,72	 \	 5	 5	
Avrg.	Turnover	p.a	 3,62	 3,83	 3,89	 4,76	 4,61	 \	 0,25	 0,29	
 
Questa tabella riporta le misure di performance del portafoglio per l’intero 
periodo di riferimento (1993-2011). 
In tutti i portafogli ottimizzati la massima volatilità attesa è del 5%,10% e 15% 
rispettivamente per l’investitore conservativo, moderato ed aggressivo. Tutti i 
portafogli sono ribilanciati al primo giorno di trading di ogni mese.  
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3.2 Un esempio pratico del modello BL 
Gli asset all’interno del portafoglio  
Per la trattazione del terzo capitolo, durante la mia analisi numerica, ho utilizzato 
la serie storica dei prezzi mensili di dieci titoli componenti l’indice Dow Jones 
Industrials. In particolare mi sono concentrato sull’analisi dei titoli delle seguenti 
società: 
• Apple Inc; 
• American Express; 
• General Electric Company; 
• Walt Disney Company; 
• Goldman Sachs; 
• JP Morgan Chase; 
• Intel Corporation; 
• Microsoft Corporation; 
• Nike; 
• Exxon Mobil. 
I dati relativi alle serie storiche sono stati ottenuti dal database Datastream dal 
quale ho preso i dati relativi alle chiusure aggiustate per i dividendi su base 
mensile. 
Dai prezzi di chiusura delle dieci azioni sono stati ottenuti i rendimenti continui 
calcolando il logaritmo naturale della differenza di prezzo:  
Rt = Ln (Pt) – Ln (Pt-1)  
Dove:  
• Rt è il rendimento al tempo t; 
• Pt è il prezzo al tempo t;  
• Pt-1 è il tempo al tempo t-1. 
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Dai rendimenti continui è stato calcolato l’extra-rendimento, cioè la differenza 
tra il rendimento dell’indice Rt e il rendimento dell’asset risk free. L’asset risk 
free preso in considerazione è un titolo di Stato Americano a dieci anni e che 
offre un rendimento medio di 0,0188%. Dai dati ottenuti è stata calcolata la 
media dei rendimenti dell’intero periodo e la deviazione standard per tutte e dieci 
le azioni insieme alla performance di Sharpe.  
Per eliminare i “missing value”, ossia i valori mancanti all’interno della serie 
storica, ho calcolato la media dei valori prendendo quello precedente e quello 
successivo il dato mancante. 
Una volta ottenuta la serie storica dei rendimenti uniforme di tutte le variabili 
utilizzate nel modello ho trasformato i vettori 1xn dei rendimenti in eccessi di 
rendimento; ho quindi sottratto la serie storica al titolo privo di rischio (Risk free 
rate).  
 
 
	 AAPL	 AMEX	 GE		 DSNY	 GS	 JPM	 INTL	 MSFT	 NK	 EXXN	
AAPL	 1	 0,40	 0,33	 0,35	 0,43	 0,19	 0,52	 0,40	 0,28	 0,37	
AMEX	 0,40	 1	 0,64	 0,59	 0,43	 0,57	 0,42	 0,45	 0,45	 0,25	
GE		 0,33	 0,64	 1	 0,67	 0,44	 0,61	 0,46	 0,47	 0,53	 0,35	
DSNY	 0,35	 0,59	 0,67	 1	 0,45	 0,50	 0,42	 0,46	 0,49	 0,37	
GS			 0,43	 0,43	 0,44	 0,45	 1	 0,62	 0,39	 0,50	 0,33	 0,30	
JPM	 0,19	 0,57	 0,61	 0,50	 0,62	 1	 0,33	 0,46	 0,40	 0,21	
INTL	 0,52	 0,42	 0,46	 0,42	 0,39	 0,33	 1	 0,53	 0,41	 0,27	
MSFT	 0,40	 0,45	 0,47	 0,46	 0,50	 0,46	 0,53	 1	 0,37	 0,30	
NK	 0,28	 0,45	 0,53	 0,49	 0,33	 0,40	 0,41	 0,37	 1	 0,08	
EXXN	 0,37	 0,25	 0,35	 0,37	 0,30	 0,21	 0,27	 0,30	 0,08	 1	
  
Figura 9 
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Figura 10 
Come riportato dalle Figure 9 e 10 ho calcolato le matrici di correlazione tra tutti 
i titoli scelti e la matrice di varianza-covarianza . 
Ho inoltre calcolato le medie degli eccessi dei rendimenti, varianza e deviazione 
standard per ogni titolo e per l’indice Dow Jones, completando questa prima 
parte con l’indice di Sharpe per ciascuno di essi. 
Il primo portafoglio che ho creato è stato quello di mercato quindi attraverso 
l’ottimizzazione media-varianza ho ottenuto i singoli pesi da assegnare ad ogni 
asset all’interno del portafoglio. Per calcolare il portafoglio di mercato mi sono 
servito degli eccessi di rendimento dei titoli, della matrice varianza-covarianza e 
del titolo privo rischio per ottenere la serie storica originaria dei rendimenti. 
Dopo aver  ottimizzato il portafoglio ho notato che l’allocazione dei pesi era 
troppo estrema, in quanto troppo vincolata ai rendimenti attesi e alla singola 
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volatilità dei titoli. Trattandosi inoltre di tutti titoli azionari non si ottengono 
grandi effetti di diversificazione derivanti da questo tipo di allocazione; in quanto 
i titoli sono tra loro molto correlati.  
Come suggerito da molti studiosi prima di me, ho ritenuto adeguato assegnare i 
pesi al portafoglio con una seconda metodologia; infatti, guardando alla 
capitalizzazione di mercato dei titoli facenti parte il portafoglio, ho assegnato a 
ciascuno di esso il peso che rispecchiasse tale valore attraverso una media 
ponderata. 
Nella Figura 11 ho riportato i risultati derivanti al primo portafoglio calcolato 
con la metodologia standard e dunque il risultato riguarda l’allocazione ottimale 
dei pesi da assegnare nel portafoglio a ciascun asset. 
Come si può facilmente notare i titoli maggiormente caratterizzanti la 
composizione della “torta” sono: 
• General Electric; 
• Exxon; 
• Apple. 
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Figura 11 
 
Come si può facilmente notare tale tipo di allocazione risulta troppo estrema, 
essendo caratterizzata da un’eccessiva presenza di posizioni corte e lunghe molto 
sbilanciate. La causa di tale fenomeno è da ricercarsi nell’eccessivo peso dato dal 
modello del CAPM ai rendimenti storici ed alle correlazioni tra i singoli titoli e 
in questo caso trattandosi di un portafoglio azionario la variabilità derivante da 
questo grafico risulta eccessiva. 
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3.3 L’utilizzo del Portafoglio Benchmark e l’ottimizzazione con i 
rendimenti storici 
 
Per ovviare alle limitazioni intrinseche del CAPM ho ritenuto giusto utilizzare 
come punto di partenza del modello un portafoglio maggiormente bilanciato che 
ho chiamato portafoglio benchmark. 
In Figura 12 viene rappresentata così l’allocazione iniziale del nuovo portafoglio 
con i relativi rendimenti espressi invece in Figura 13. 
 
 
 
Figura 12 
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Come si può vedere da questo grafico a torta, adesso l’allocazione iniziale del 
portafoglio è maggiormente bilanciata tenendo conto in modo proporzionale 
della capitalizzazione di mercato dei titoli espressa in miliardi di dollari. 
Nel dettaglio: 
• Apple 541,6 miliardi di dollari; 
• American Express 55,13 miliardi di dollari; 
• General Electric 283,4 miliardi di dollari; 
• Walt Disney 159,6 miliardi di dollari; 
• Goldman Sachs 66,8 miliardi di dollari; 
• JP Morgan Chase 204,5 miliardi di dollari; 
• Intel 140,5 miliardi di dollari; 
• Microsoft 417,3; 
• Nike 104 miliardi di dollari; 
• Exxon 306,5 miliardi di dollari. 
 
 
 
Figura 13 
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In Figura 13 come ricordato in precedenza sono riportati i relativi rendimenti 
storici dei dieci titoli facenti parte il portafoglio benchmark espressi in eccessi di 
rendimenti rispetto al titolo risk free. 
Il portafoglio così costruito presenta una performance media di portafoglio di 
0,01 con una varianza di portafoglio di 0,047 ed un indice di Sharpe di 2,216. 
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3.3 L’ottimizzazione con i rendimenti impliciti 
 
Proprio per evitare la limitazione di ottenere una frontiera efficiente che portasse 
a portafogli troppo concentrati in pochi asset e con posizioni assunte troppo 
estreme (sia lunghe che corte), Black e Litterman hanno ideato un nuovo modello 
che non avesse come input i rendimenti storici ma i rendimenti impliciti da unire 
con le previsioni dell’investitore. Con il calcolo dei rendimenti impliciti è infatti 
possibile ottenere un portafoglio di equilibrio maggiormente bilanciato al suo 
interno. Il portafoglio così calcolato è un primo passo fondamentale per 
l’implementazione del modello BL, infatti a questo portafoglio saranno 
successivamente aggiunte alcune views.  
Per calcolare i rendimenti impliciti attraverso la tecnica dell’ottimizzazione 
inversa, che saranno poi utilizzati per definire la frontiera efficiente, gli input 
sono tre:  
1. Σ, cioè la matrice di varianza covarianza delle dieci azioni (Tabella 10); 
2. w, cioè la capitalizzazione di mercato dei dieci titoli azionari: per 
calcolare il peso detenuto da ogni titolo rispetto alla capitalizzazione 
complessiva di mercato, è stata preso il loro valore in dollari del free float 
al giorno 31/12/2015, ultimo giorno dell’analisi. Questo valore è stato 
diviso per la somma della capitalizzazione delle dieci azioni (quindi come 
se il mercato fosse composto solo da loro), ottenendo quindi il peso dei 
singoli titoli all’interno del mercato. Nella tabella 14 sono stati riportati le 
capitalizzazione degli indici e il loro peso percentuale;  
3.  la definizione del coefficiente di avversione al rischio, δ: per calcolare 
questa costante la formula usata è  𝛿 = 𝐸 𝑟𝑚 − 𝑟𝑓. 
 Il risk free come ricordato all’inizio del capitolo è stato prese dalla serie 
storica dei rendimenti di un titolo di Stato americano a dieci anni (US 10 
years Governament Bond) ed il risultato è stato un titolo privo di rischio dello 
0,018%. 
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	 Composizione	benchmark	su	capitalizzazione	di	mercato	
	 	 	 	 	
	 Capitalizzazione	 Pesi	%	 Rendimento	medio	 Dev.	stand.	
	 	 	 	 	
Apple	 541,6	 23,8%	 0,0236	 0,097031012	
Am	Express	 55,13	 2,4%	 0,0043	 0,093812822	
GE		 283,4	 12,4%	 0,0013	 0,081475993	
Disney	 159,6	 7,0%	 0,0115	 0,063333037	
GS	 66,8	 2,9%	 0,0050	 0,089455113	
JPM	 204,5	 9,0%	 0,0063	 0,084114364	
Intel	 140,5	 6,2%	 0,0055	 0,072018421	
Microsoft	 417,3	 18,3%	 0,0071	 0,069443326	
Nike	 104	 4,6%	 0,0146	 0,063325076	
Exxon	 306,5	 13,4%	 0,0053	 0,051379202	
Totali	 2279,33	 100,0%	 	 	
 
Tabella 14 
Il parametro 𝛿  nell’analisi numerica ha valore 2,11, in virtù del calcolo 
esplicitato al punto tre del precedente elenco puntato. 
Naturalmente, oltre a questi input, per calcolare i rendimenti impliciti attraverso 
la tecnica dell’ottimizzazione inversa è necessario avere anche una matrice di 
varianza covarianza come misura del rischio. Per farlo è stata moltiplicata la 
matrice di varianza covarianza Σ calcolata precedentemente  per il parametro τ, 
che in questo studio è stato considerato con valore uguale a 0,05. La matrice 
ottenuta ovviamente ha valori molto più bassi rispetto a Σ, ma questo è in linea 
con l’idea generale del modello BL, e cioè che nel futuro i rendimenti, in media, 
subiranno poche oscillazioni dato che nel lungo periodo il mercato ritornerà 
sempre in equilibrio, sarà poi attraverso le views che l’investitore cercherà di 
approfittare a suo vantaggio di momentanei scostamenti o cambiamenti del trend. 
Nella Tabella 15 è possibile osservare la matrice di varianza covarianza che, 
insieme ai rendimenti impliciti, verrà utilizzata per il calcolo dei rendimenti 
impliciti.  
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Tabella 15 
In figura 16 è possibile osservare i rendimenti impliciti delle dieci azioni per 
ottenerli è necessario moltiplicare per lori i tre parametri descritti 
precedentemente: Π = 𝛿Σw. 
 
Prior	returns	
Apple	 0,00860716	
Am	
Express	
0,007218912	
Disney	 0,006805991	
GE	 0,004936275	
GS	 0,006695524	
JPM	 0,005856487	
Intel	 0,005594507	
Microsoft	 0,005846905	
Nike	 0,00381719	
Exxon	 0,003112479	
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Figura 16 
Andando ad analizzare i dati di Performance del portafoglio e di rischio oltre allo 
Sharpe ratio si può vedere come questo tipo di ottimizzazione risulti migliore 
rispetto a quella con i rendimenti storici; in quanto a parità di performance e con 
uno Sharpe ratio leggermente più basso presenta un livello di rischio 
sensibilmente inferiore. Questo perché il parametro τ ha un valore molto 
prossimo allo zero e porta ad avere un livello di rischio molto contenuto. 
Performance		 Rischio	 Sharpe	ratio	
0,01	 0,002910271	 2,11	
	
	
	 	
 
Utilizzando i rendimenti impliciti si ottiene una composizione di portafoglio 
come rappresentata dalla figura 13 e un istogramma relativo al livello dei 
rendimenti come evidenziato in Figura 17. 
 
Figura 17 
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3.4 L’incorporazione delle Views  
          3.4.1 Il metodo di He Litterman 
 
Per trovare il portafoglio ottimo tramite la metodologia Black-Litterman vengono 
assunte due view per un primo portafoglio ottenuto seguendo l’approccio 
originario di He e Litterman e tre view invece per un secondo portafoglio 
ottimizzato secondo il metodo di Idzorek. 
Partendo dall’approccio originario ho formulato due view da incorporare nel 
modello: una relativa ed una assoluta. 
Come ricordato nel corso della trattazione le views si distinguono in assolute e 
relative; le prime si riferiscono ad un unico titolo e dunque alle aspettative che 
riguardano il suo andamento senza confronti con altri titoli. Le seconde, quelle 
relative, si differenziano da quelle assolute in quanto il giudizio è formulato 
come confronto con uno o più titoli facenti parte del portafoglio. 
Nel caso specifico analizzando le dieci azioni che facevano parte del mio 
campione di analisi e basandomi sul trend storico e sul periodo cui si riferiscono 
le stime (Dicembre – Gennaio 2015) ho formulato la seguente view assoluta: 
• Il titolo Nike avrà nei prossimi mesi un trend positivo e performerà di un 
valore di 0,03 (3%). 
Questo, in virtù della recente notizia dell’acquisizione da parte di Nike del diritto 
alla sponsorizzazione della nota National Basketball Association (NBA), la lega 
professionistica di basket statunitense. 
Tale accordo permetterà all’azienda americana di avere il monopolio sul 
merchandising di materiale tecnico relativo alla lega e porterà ingenti guadagni 
che si rispecchieranno nel corso azionario del titolo. 
Per quanto attiene alla view relativa ho ipotizzato che: 
• Il titolo Apple abbia un aumento dello 0,015 rispetto al titolo Microsoft e 
dunque performi di più  in termini relativi dell’1,5%. 
I presupposti di tale view risiedono nella prossima uscita della nuova 
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generazione di computer portatili prossimi all’uscita nel mese di Marzo/Aprile 
2016 e dalla più lontana ma comunque prossima data di lancio sul mercato di 
Settembre 2016 del nuovo Iphone 7. 
Tutto questo dovrebbe tradursi in un forte incremento del corso del titolo Apple e 
confrontandolo con un competitor come Microsoft che sta riscontrando notevoli 
problemi con il nuovo Windows 10 soprattutto per quanto attiene alla parte 
telefonia potrebbe essere verosimile ipotizzare un calo del titolo dello stesso. 
Riportando le view all’interno del modello in Figura 18 sono riportate la matrice 
P contenente le views, la matrice Q con i parametri relativi a ciascuna view e le 
matrice Ω e diagonalized Ω. 
 
	 	
Views	 	
P	 		
View1	 View2	
1	 0	
0	 0	
0	 0	
0	 0	
0	 0	
0	 0	
0	 0	
-1	 0	
0	 1	
0	 0	
Q	 		
0,015	 0,03	
Omega	 		
0,000442173	 4,15428E-06	
4,15428E-06	 0,000200503	
	 	
Diagonalized	
Omega	
		
0,000442173	 0	
0	 0,000200503	
	 	
 	
Figura 18 
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Nella matrice P, che contiene il peso di ogni views, la prima riga si riferisce alla 
view relativa, infatti facendo la somma dei suoi elementi si ottiene 0; la seconda 
riga invece identifica la view assoluta, questa riga è caratterizzata dal fatto che la 
somma dei valori, per riga, sarà 1. Nella matrice Q si possono trovare i 
rendimenti previsti per ogni view.  
Per quando riguarda la matrice di confidenza delle views, Ω, per calcolarla è 
stata usata la formulazione descritta precedentemente per tenerla proporzionale 
alla varianza dei rendimenti di equilibrio. I dati ottenuti sono molto vicini a 0, e 
questo significa che il modello darà molto peso alle views formulate:  
 
 Ω = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑃 𝜏Σ 𝑃! =  0,000442173 00 0,000200503  
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3.4.2 Il metodo di Idzorek 
 
Come ricordato in precedenza ho utilizzato anche una seconda metodologia per 
l’implementazione del modello Black-Litterman e più nello specifico mi riferisco 
alla procedura di Idzorek. 
Lo studioso in esame parti dai punti deboli del metodo proporzionale, quindi dal 
fatto che l’investitore non può esprimere la sua certezza riguardo alle views, se 
non attraverso l’utilizzo del parametro 𝜏, che essendo uno scalare è uguale per 
tutte le views. L’investitore non sarà mai in grado di esprimere un giudizio 
personale su ogni view. Per evidenziare questo, Idzorek misura i livelli di 
confidenza impliciti delle views, notando che sono molto distanti da quelli che 
aveva formulato l’investitore. 
Il processo per fare questo consiste nell’andare a calcolare prima i pesi del 
portafoglio applicando un livello di confidenza del 100% alle views e calcolarne 
dunque il vettore dei rendimenti a posteriori: 
 Π100% = Π + Σ𝑃! 𝑃Σ𝑃! !! 𝑄 − 𝑃Π  
 
E si va a calcolare i pesi nel portafoglio così creato tramite la formula inversa: 
 𝑤100% = 𝛿ΣΠ100% 
 
Ottenuto questo si fa lo stesso procedimento con i pesi del portafoglio quando la 
confidenza delle views è 0% ed il portafoglio che ne risulterà sarà quello di 
mercato. 
Per trovare i livelli di confidenza impliciti non resta che fare: 
 𝐶 = 𝑤 − 𝑤𝑚(𝑤100% − 𝑤𝑚) 
 
Dove: 
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• C risulta essere il vettore 1 x n degli intervalli di confidenza delle views; 
• 𝑤 è il vettore con le quote dei titoli nel portafoglio a posteriori; 
• 𝑤𝑚 è il vettore con le quote dei titoli nel portafoglio di mercato; 
• 𝑤100% è il vettore con le quote dei titoli nel portafoglio calcolato con 
l’intervallo di confidenza delle views del 100%. 
Un’ulteriore differenza introdotta dal metodo di Idzorek rispetto a quello 
evidenziato da He e Litterman riguarda la matrice P. Detta matrice, così come 
elaborata nelle versione originale da Black e Litterman, è formata da righe (o 
colonne come nel nostro esempio48) che hanno somma 1 , se la view è assoluta e 
somma zero nelle view relative, dove i titoli interessati positivamente dalla view 
sommeranno a 1 e quelli interessati negativamente a -1, con valori divisi 
equamente. Questo fa si che tutti i titoli siano pesati alla stessa maniera 
all’interno della views e quindi anche nel modello. 
Questo non porta a distorsioni nel caso in cui la view relativa interessi due soli 
titoli, ma nel caso in cui invece coinvolga un numero superiore di titoli occorre 
anche tenere presente la capitalizzazione di mercato dei vari titoli interessati nella 
view. Idzorek infatti dice che i valori devono essere inseriti all’interno della 
matrice P in base alla media ponderata della capitalizzazione del titolo rispetto a 
tutti i titoli interessati allo stesso modo dalla view. 
Tornando al nostro esempio, ho formulato per questa diversa metodologia di 
implementazione tre diverse views: una assoluta e due relativa. 
Per quanto riguarda la view assoluta: 
• American Express ha riportato nel 2015 un dividendo di 1,13 di USD che 
rappresentano l’11,88% della crescita dell’ultimo anno. Gli analisti 
finanziari stimano per il prossimo anno fiscale un dividendo di 1,21 con 
una crescita del 6,73%. Per il breve periodo ho dunque ipotizzato per il 
titolo un incremento dello 0,025 con un intervallo di confidenza  del 25%. 
                                                      
48  Per praticità nei calcoli durante l’implementazione numerica del modello ho preferito 
utilizzare la matrice trasposta del vettore riga e dunque la mia matrice P si presenta come un 
vettore colonna. 
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Passando alle views relative, la prima: 
• Il titolo Goldman Sachs performerà più di quello di JP Morgan Chase per 
0,025 con un livello di confidenza del 50%; in quanto durante tutto il 
periodo di analisi e per quanto attiene alle previsioni future del titolo è 
sempre stato superiore in modo sensibile. 
Per l’incorporazione della terza view, anche questa relativa come la seconda, ho 
formulato la seguente ipotesi: 
• I titoli General Electric e Goldman Sachs avranno un rendimento 
superiore a JP Morgan Chase e Disney di 0,002 con un livello di 
confidenza del 65%. 
Questa view è stata formulata prevalentemente per far capire al lettore come 
Idzorek incorpora le view nel modello a seconda della capitalizzazione di 
mercato dei singoli titoli incorporati nella view. 
Le matrici P e Q si presenteranno nel seguente modo: 
 
P	 		 		
VIEW1	 VIEW2	 VIEW3	
0	 0	 0	
1	 0	 0	
0	 0	 0,9	
0	 0	 -0,9	
0	 1	 0,1	
0	 -1	 -0,1	
0	 0	 0	
0	 0	 0	
0	 0	 0	
0	 0	 0	
	 	 	
Q	 		 		
0,0225	 0,0025	 0,002	
		 		 		
CONFIDENCE	 		 		
25%	 50%	 65%	
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OMEGA	 		 		
0,019117392	 0	 0	
0	 0,000293885	 0	
0	 0	 7,95214E-05	
 
Figura 19 
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3.5 L’ottimizzazione unendo i rendimenti di equilibrio e le views 
 
Ora, avendo calcolato i rendimenti impliciti e le matrici relative alle views, è 
possibile calcolare i rendimenti e la deviazione standard applicando il modello 
BL. La formulazione usata è quella già descritta in precedenza e si ottiene un 
vettore 10x1 che è possibile vedere nella Tabella 20 dove sono riportati, a 
confronto, anche i rendimenti impliciti:  
 
𝑀𝐵𝐿 = 𝜏Σ !! + 𝑃′Ω!! !! 𝜏Σ !!Π + 𝑃′Ω!!𝑄 ;  
Unendo i rendimenti di equilibrio con le views nel primo metodo da me 
utilizzato (He Litterman) si ottengono i rendimenti a posteriori e l’allocazione dei 
pesi secondo il Black-Litterman come si può vedere dalla figura 20. 
La matrice di varianza covarianza è stata calcolata utilizzando la formula 
espressa nel capitolo precedente:  
 𝑉𝐵𝐿 = [ 𝜏Σ !! + 𝑃′Ω!!𝑃]!! 
 
Però, come spiega Meucci (2010), VBL, la varianza della distribuzione a 
posteriori, rappresenta la varianza della stima della media della distribuzione a 
posteriori e non la varianza dei rendimenti E(r). Questo significa che la matrice 
di varianza covarianza da inserire nel modello di ottimizzazione rendimento-
rischio non è VBL ma V* = Σ + VBL. Nella Tabella 21 è possibile notare la 
matrice di varianza covarianza ottenuta dalla somma delle due matrici.  
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Risultati		 Rendimenti	 Pesi	
	 	 	
Apple	 0,018641099	 22,00%	
American	
Express	
0,01633726	 0,92%	
General	Electric	 0,015630177	 4,70%	
Disney	 0,01136818	 2,65%	
Goldman	Sachs	 0,013183851	 1,11%	
JP	Morgan	 0,012021248	 3,39%	
Intel	 0,012245552	 2,33%	
Microsoft	 0,009625642	 -6,08%	
Nike		 0,016936716	 63,90%	
Exxon	 0,004479702	 5,09%	
 
Figura 20 
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Figura 21 	
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La performance e la varianza di portafoglio relative a questo portafoglio sono 
riassunte nella tabella 22. 
 
Performance	 Rischio		 Sharpe	
Ratio	
0,02	 0,02	 0,84	
  
Tabella 22 
 
Andando ad analizzare i risultati ottenuti si può notare come l’allocazione finale 
risulti più verosimile rispetto al portafoglio di mercato e come le singole views 
influenzino la stessa in modo determinante. 
 
 
 
Figura 23 
 
 
 
55,38%	 2,30%	11,84%	 6,67%	2,79%	8,54%	5,87%	-15,32%	
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Figura 24 
Prima di eseguire un confronto tra i tre diversi portafogli dell’analisi occorre 
esporre anche le evidenze ottenute con la metodologia di Idzorek. 
 
	 ER	 Weights	 Equilibrium	 Change	
Apple	 0,01095706	 24%	 23,76%	 0,00%	
Amercan	Express	 0,013785892	 37%	 2,42%	 34,69%	
GE	 0,010466958	 12%	 12,43%	 -0,55%	
Disney	 0,007490762	 8%	 7,00%	 0,55%	
Goldman	Sachs	 0,008783939	 -4%	 2,93%	 -7,21%	
JP	Morgan	 0,009509573	 16%	 8,97%	 7,21%	
Intel	 0,007540765	 6%	 6,16%	 0,00%	
Microsoft	 0,007907326	 18%	 18,31%	 0,00%	
Nike	 0,005782221	 5%	 4,56%	 0,00%	
Exxon	 0,003905826	 13%	 13,45%	 0,00%	
	 ER100	 W100	 Weights	 Implied	
confidence	
	 0,008612213	 23,76%	 24,00%	 0,00%	
	 0,007229007	 2,46%	 37,00%	 -100,44%	
	 0,006816195	 12,52%	 12,00%	 -105,54%	
	 0,004938127	 6,91%	 8,00%	 -50,58%	
	 0,006701519	 2,95%	 -4,00%	 -103,68%	
	 0,005862271	 8,95%	 16,00%	 -102,21%	
	 0,005598765	 6,16%	 6,00%	 0,00%	
	 0,005850969	 18,31%	 18,00%	 0,00%	
	 0,003820951	 4,56%	 5,00%	 0,00%	
	 0,003114222	 13,45%	 13,00%	 0,00%	
0	0,002	0,004	0,006	
0,008	0,01	0,012	0,014	
0,016	0,018	0,02	
He	Litterman	Portfolio	
He	Litterman	Portfolio	
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Figura 25 
Entrando nel dettaglio delle views del modello si può vedere come prima di 
arrivare ai rendimenti finali queste cambino le aspettative dei singoli assets 
coinvolte nelle views. 
 
View1	 VIEW	DETAILS	 	 	 	
Er	 Weights	 Er	100	 W100	 Equilibrium	 Confidence	
0,008750076	 24%	 0,014958977	 0,2376	 23,76%	 0%	
0,007562737	 4%	 0,0225	 0,847100663	 2,42%	 25%	
0,006995752	 12%	 0,015239801	 0,1243	 12,43%	 0%	
0,005071303	 7%	 0,010937484	 0,07	 7,00%	 0%	
0,006835017	 3%	 0,012895192	 0,0293	 2,93%	 0%	
0,006032293	 9%	 0,013670109	 0,0897	 8,97%	 0%	
0,005703404	 6%	 0,010434353	 0,0616	 6,16%	 0%	
0,005960766	 18%	 0,010907417	 0,1831	 18,31%	 0%	
0,003920507	 5%	 0,008409035	 0,0456	 4,56%	 0%	
0,003158719	 13%	 0,005167587	 0,1345	 13,45%	 0%	
View2	 	 	 	 	 	
0,008906923	 24%	 0,009206687	 0,2376	 23,76%	 0%	
0,007087576	 2%	 0,00695624	 0,0242	 2,42%	 0%	
0,006673275	 12%	 0,00654056	 0,1243	 12,43%	 0%	
0,004919564	 7%	 0,004902853	 0,07	 7,00%	 0%	
0,007176254	 10%	 0,007656983	 0,163227514	 2,93%	 50%	
0,005506735	 2%	 0,005156983	 0,044227514	 8,97%	 50%	
0,005673411	 6%	 0,005752315	 0,0616	 6,16%	 0%	
0,00590751	 18%	 0,005968116	 0,1831	 18,31%	 0%	
0,003781543	 5%	 0,003745896	 0,0456	 4,56%	 0%	
0,00317762	 13%	 0,003242761	 0,1345	 13,45%	 0%	
View	3	 	 	 	 	 	
0,008638489	 24%	 0,008655359	 0,2376	 23,76%	 0%	
0,00727889	 2%	 0,007311186	 0,0242	 2,42%	 0%	
0,006948686	 15%	 0,007025522	 0,157998664	 12,43%	 65%	
0,004909576	 5%	 0,004895199	 0,036301336	 7,00%	 65%	
0,006743575	 3%	 0,006769449	 0,033044296	 2,93%	 65%	
0,0059123	 9%	 0,005942353	 0,085955704	 8,97%	 65%	
0,005633497	 6%	 0,005654491	 0,0616	 6,16%	 0%	
0,005879515	 18%	 0,005897075	 0,1831	 18,31%	 0%	
0,003851907	 5%	 0,003870601	 0,0456	 4,56%	 0%	
0,003126331	 13%	 0,00313379	 0,1345	 13,45%	 0%	
 
Figura 26 
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Il portafoglio derivato con questa seconda metodologia porta ad avere una 
performance di portafoglio ed una varianza sensibilmente inferiori rispetto al 
primo metodo come si può facilmente vedere dalla tabella 27. 
 
Performance	 Rischio	 Sharpe	ratio	
0,0004	 0,01	 0,06	
 
Tabella 27 
 
 
 
Figura 28 
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Figura 29 
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3.6 Confronto tra i portafogli 
 
Procedendo ad un confronto tra le tre tipologie di portafoglio (portafoglio 
benchmark, portafoglio He Litterman e portafoglio Idzorek) possiamo subito 
notare come la migliore combinazione tra rendimento e rischio evidenziata da 
uno Sharpe ratio sensibilmente superiore si abbia per i rendimenti impliciti del 
modello originario. 
 
	 Rendimento	 Varianza	 Sharpe	
Ratio	
Portafoglio	benchmark	 0,01	 0,002910271	 2,11	
Portafoglio	He	Litterman	 0,02	 0,02	 0,84	
Portafoglio	Idzorek	 0,0004	 0,01	 0,06	
 
Figura 30  
 
 
 
Figura 31 
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Figura 32 
 
Come illustrato dalla Figura 31, dove si è eseguito un confronto dei diversi 
rendimenti nelle tre tipologie di ottimizzazione, si può vedere come titoli come 
American Express, Nike, Apple, Microsoft ed Excel risultino maggiormente 
performanti per i portafogli per i quali ho formulato delle views a riguardo. Altri 
titoli invece come ad esempio Exxon per i quali non è stata esplicitata alcuna 
aspettativa rimangono quasi sempre sullo stesso livello su tutte e tre le 
metodologie d’indagine. 
In figura 32 sono invece evidenziate le differenze in termini di allocazione per i 
tre diversi portafogli, in cui si evidenzia sempre come le views influenzino i pesi 
che si decide di assegnare ad ogni titolo. 
Per quanto attiene allo studio delle performance di portafoglio e le relative 
rischiosità, si vede dalla figura 30 come l’indice di Sharpe più alto si abbia per il 
portafoglio benchmark ma che in generale il portafoglio più bilanciato in termini 
anche di rischiosità risulti essere quello di He Litterman. Il terzo portafoglio è il 
meno rischioso ma è anche il meno performante, tuttavia non mette in dubbio la 
validità del modello, in quanto risente sia delle correlazioni tra i vari titoli 
interessati dalle view sia delle aspettative molto estreme formulate. 
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Come ricordato in precedenza, il portafoglio maggiormente performante risulta 
essere quello benchmark con i ritorni impliciti derivanti dall’ottimizzazione 
inversa; tuttavia vale la pena evidenziare come il modello Black e Litterman 
risulti il meno rischioso in tutti e tre gli scenari esaminati. In particolare il 
portafoglio He Litterman dell’esempio incorporando un’ulteriore fonte di 
informazione ,come appunto le views dell’investitore, presenta una buona 
performance ed un rischio inferiore rispetto al portafoglio benchmark.  
Risulta dunque alla luce dei risultati dell’analisi il migliore dei tre. 
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Conclusioni 
 
In questo lavoro è stato descritto il modello di selezione di portafoglio ideato da 
Black e Litterman nei primi anni Novanta.  
La trattazione è iniziata partendo dal modello di Markowitz, un modello di 
selezione di portafoglio sviluppato più di sessant’anni fa e considerato ancora 
oggi il punto di partenza della finanza moderna. Tale modello ha tuttavia 
dimostrato nel tempo di avere vari limiti che ne hanno causato un limitato 
utilizzo da parte degli investitori. Per sopperire a queste mancanze, nel corso dei 
decenni sono state sviluppate altre metodologie atte a dare agli investitori una 
valida alternativa a cui potessero affidare le proprie decisioni d’investimento. 
Una di queste è stata sviluppata da Fisher Black e Robert Litterman. I due 
economisti sono riusciti a sviluppare un modello formalmente solido che 
permettesse di unire due diversi tipi di informazione: da una parte l’equilibrio di 
mercato (calcolato sfruttando il Capital Asset Pricing Model) e dall’altra le 
opinioni dell’investitore sul futuro andamento dell’economia. Il portafoglio 
finale terrà conto di entrambe le fonti d’informazione ed il peso che le views 
avranno sulla composizione dello stesso dipenderà dal grado di fiducia che 
l’investitore avrà sulle proprie opinioni.  
Nella terza parte della tesi è stata descritta un’applicazione pratica del modello di 
Black e Litterman in cui sono stati confrontati tra loro tre portafoglio ottenuti con 
tecniche differenti: l’ottimizzazione media-varianza classica di Markowitz, 
l’ottimizzazione inversa derivata dal CAPM e il modello BL. I risultati ottenuti 
dimostrano che tra i tre approcci, il portafoglio ottenuto con i ritorni impliciti 
derivanti dall’ottimizzazione inversa è quello che presenta l’indice di Sharpe più 
elevato; mentre il portafoglio ottenuto con l’applicazione del BL è quello con 
l’indice di Sharpe minore ma che presenta anche un livello di rischio inferiore. 
Sarebbe comunque sbagliato affermare che per questo motivo il portafoglio 
ottenuto con il modello BL è da considerarsi meno efficace rispetto agli altri, 
dato che è necessario tenere conto anche di altri aspetti oltre alla performance di 
Sharpe. Utilizzare infatti un portafoglio costruito con il modello di Markowitz 
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significa anche accettare tutti i suoi limiti, rendendo di fatto il portafoglio poco 
affidabile.  
Nella pratica, implementare il modello di Black e Litterman non è 
eccessivamente complicato, sicuramente l’aspetto più difficile risiede nel definire 
i parametri τ e Ω che sono molto soggettivi e verso i quali gli economisti hanno 
espresso opinioni non sempre concordanti. Nonostante le difficoltà 
nell’implementazione la forza del modello BL risiede nella capacità di 
considerare come input le views dell’investitore sugli asset compresi all’interno 
del portafoglio. Views che non è necessario siano riferite a tutti gli assets, ma 
anche soltanto ad una parte di loro, per ottenere alla fine il portafoglio ottimo 
finale.  
Il modello Black-Litterman è stato solo il punto di partenza per molti altri autori 
che ne hanno sviluppato estensioni e risolto le principali criticità. 
Ormai è tuttavia innegabile il fondamentale contributo che ha portato alla finanza 
moderna e il suo utilizzo da parte d’importanti istituzioni finanziarie. Goldman 
Sachs ad esempio ha pubblicato nel 1998 un articolo relativo alla sua esperienza 
nell’utilizzo del modello BL per tre anni consecutivi. 
In conclusione, per attuare una strategia d’investimento attiva ed efficace, la  
procedura ideata da Black e Litterman può fornire un prezioso aiuto a tutti gli 
investitori. Attuare una strategia d’investimento attiva significa cercare di 
ottenere performance migliori del proprio benchmark, e per farlo l’investitore 
deve essere in grado di avere informazioni o views che gli permettano di farlo. 
Uno strumento giusto è il modello di Black e Litterman perché permette di 
aggiungere valore al proprio portafoglio in quanto unisce le informazioni 
provenienti dal mercato (cioè l’equilibrio di mercato) e le informazioni 
provenienti dall’investitore (cioè le sue views espresse con l’intento di scostarsi 
positivamente dal benchmark) ottenendo un portafoglio solido in termini di 
rendimento e controllo del rischio.  
Da un punto di vista applicativo nello svolgimento dell’implementazione 
numerica mi sono servito di due programmi per lo svolgimento dei calcoli. In 
particolare Matlab per la prima parte relativa alle statistiche descrittive del 
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modello e dei calcoli matriciali ed Excel per l’ultima parte inerente alle views. 
Durante questo lavoro ho cercato di dimostrare la validità del modello Black-
Litterman applicandolo a un portafoglio azionario caratterizzato da dieci titoli del 
Dow Jones Industrials. I risultati ottenuti mostrano come il modello sia in grado 
di ricalibrare sia i rendimenti finali del portafoglio che i pesi da assegnare al 
singolo asset; dunque basandosi su aspettative razionali è possibile ottenere un 
portafoglio finale che tenga conto della doppia fonte di informazione di cui il 
modello in questione è pioniere. 
Occorre ricordare come inoltre i risultati del modello siano influenzati dalla 
scelta del campione di titoli utilizzati nella trattazione; in quanto le azioni del 
paniere sono tra di loro molto correlate e il portafoglio non comprende al suo 
interno tipologie di assets diverse dal comparto azionario. Come evidenziato da 
molti studiosi, in particolare da Wolfgang Bessler, Heiko Opfer e Dominik 
Wolff49, questo modello risulta essere estremamente utile soprattutto se applicato 
ad un portafoglio ampiamente diversificato. Questo perché è capace di spostare 
l’allocazione della propria ricchezza tra varie tipologie di assets a seconda di 
quelle che sono le views formulate dall’investitore e di quanto esse si discostano 
dai pesi di equilibrio. Tuttavia già analizzando un portafoglio azionario come 
nell’esempio da me eseguito si può vedere come il modello sia capace di adattare 
i rendimenti di equilibrio con la nuova fonte d’informazione inserita nel processo 
di ottimizzazione spostando dunque l’attenzione sulla validità delle views 
formulate dall’investitore. 
  
                                                      
49 Wolfgang Bessler, Heiko Opfer e Dominik Wolff, “Multi-asset portfolio optimization and 
out-of-sample performance: an evaluation of Black-Litterman, mean-variance, and naïve 
diversification approaches”, The European Journal of Finance. 
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